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DEUXIÈME  PARTIE. 

RÉSEAUX    DE    FOKMKS    BII.1NÊA1KES. 


iiiic  loriiic  liiliiK'iiiir  par  ra|>[inrl  aux  /  vaiialilcs  A,  aux  ///  variaMcs  a, 
aux  //.  variables  ./■. 

l'i-o|)Osons-noiis  de  la  raiiicin'i-  à  iiiir  l'nrnir  (aiuiiiiiiuc  [)ar  des  sul)s- 
litiilioiis  liriiMircs  opérées  sur  cliaruiido  ces  syslènies  do  vai'ial)k's. 

(  Irllr  (piesliuu  csl  analogue  à  celle  (]ue  nous  venous  de  traiter  daus 
la  picuiière  Partie  de  ee  IVlcuioire;  uiais,  (pioitpie  la  uiétliode  soil  la 
nièuie,  ies  rt'sullals  iprelle  douue  seroul  pliisxaries. 


l)  C.    JORDAN. 

On  peut  écrire 

les  L  étant  des  fonctions  linéaires  des  X.  S'il  en  existe  seulement  /'  qui 
soient  indépendantes,  on  pourra  les  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes à  la  place  d'une  partie  des  X  et  réduire  ainsi  le  nombre  des 
variables  du  premier  système  qui  figurent  dans  la  forme  trilinéaire. 

On  réduira  de  même,  s'il  y  a  lieu,  le  nombre  des  variables  p.  et 
celui  des  variables  x. 

Nous  supposerons  qu'aucune  simplification  de  ce  genre  n'est  pos- 
sible. Nous  dirons  dans  ce  cas  que  T/„„  est  irvéduclihle. 

On  aura  alors  nécessairement  l^nm.  Car,  les  fonctions  Lp^  étant  en 
nombre  mn.,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  mn  de  distinctes;  mais  il  y  en  a 
au  moins  /,  par  hypothèse. 

On  aura  de  même  m  ^  In,  n  ^  Im. 

Si  donc  l'un  des  nombres  /,  m,  n,  par  exemple  /,  se  réduit  à  l'unité, 
on  aura  m  =  /i,  et 

T,„„=  Alap^fXp.r^  (a,  ^  =  I,  2,  .. .,  n). 

Cette  expression  peut  s'écrire 

les  M.J.  étant  des  fonctions  distinctes  des  it..  En  les  prenant  pour  va- 
riables indépendantes,  on  obtiendra  l'expression  canonique 

T,„„  =  aIu-^./'y. 

i.a  solution  du  problème  est  beaucoup  moins  simple  si  /,  m,  n  sont 
tous  >>  I .  Nous  nous  bornerons  à  l'èludi;  des  deux  cas  suivants  : 

2"  /  =  /«  =  «  =  3 . 

§  I.    -  Réduction  de   l.2/i;,- 
."H.    On  a 

c.,,  'j>2  étant  bilinéaires  par  rapport  aux  ^  et  aux  x. 
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La  réduction  de  ce  faisceau  est  un  problème  semblable  à  celui  de  la 
réduction  d'un  faigceau  de  formes  quadratiques  (première  Partie,  §1). 
Mais,  les  Mémoires  auxquels  nous  avons  renvoyé  (n°  3)  ne  contenant 
pas  la  solution  de  cette  nouvelle  question  sous  une  forme  absolument 
explicite,  il  conviendra  d'entrer  ici  dans  plus  de  détails  qu'au  para- 
graphe I. 

Nous  établirons  que  l'on  peut,  par  des  substitutions  opérées  unique- 
ment sur  les  IX  et  les  r,  ramener  simultanément  9,  et  ç-o  aux  formes 
suivantes  : 

?.  =  ?;  +  ?'i+---'     ?2=?.  +  ?;+.-M 

les  systèmes  simples  {z>\,  o!,),  (9',,  f".-,),  ...  n'ayant  aucune  variable 
commune,  et  les  deux  fonctions  <p,,  f'.,  qui  composent  l'un  de  ces  sys- 
tèmes ayant  l'une  des  quatre  expressions  suivantes  : 


:=  ^^  X,  -(-   lf..,X.,-h...+   l^-r-Vr, 

=  iXa-f,  -f-  [XjiCo  -f-. . .  -H  pL^_^.,.i:v, 

=  IJ.,  ./■,  -+-  1X0  J^a  -H  .  .  .  -h  (J-r-lV? 
=  [/.,  Xn  -+-  [J..,X^-\-  .  .  .  -h  [J-rJ^r+i  5 
^   (X,  X,   -h   1X2  .fo  -H  ...  -H  [Ar-f-Vj 

=  p-^.x",  -h  iJ-^x.^-h. .  ■+■  u.rX^_^  -h  s{u.,x^+  a, .r 2 -+-...-+- 

=  [A^X.-t-  p-jA-,-!-...-!-  IJ-r-l'r-i, 

=  fjL,  a;,  -I-  p-j^Ca  H-  ...  -I-  U-^Xr- 


iJ-rX^), 


(Le  coefficient  s  qui  ligure  dans  le  système  (3)  est  un  invariant.  Le 
système  (4)  peut  être  considéré  comme  une  dégénérescence  de  (3j 
correspondant  au  cas  où  s  ^00.) 

39.  Dénionstralion.  —  Supposons  d'abord  que  l'une  au  moins  des 
deux  fonctions  9,,  (p,,  par  exemple  (f.j,  puisse  être  ramenée  à  ne  con- 
tenir qu'une  partie  des  variables  p.,  ,r;  il  en  sera  ainsi  :  1°  si  m^«; 
2°  si,  m,  //  étant  égaux,  le  déterminant  de  Çj  est  nul. 

On  peut  en  cITet  écrire 


Oj=  M,x-,  -+-. 


M«-i"«, 
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M,,  ...,  M„  étant  des  fonctions  linéaires  des  lj..  Soient  M,,  ...,  M^ 
celles  de  ces  fonctions  qui  sont  linéairement  distinctes  :  k  sera  au  plus 
égal  au  plus  petit  des  nombres  m,  it\  il  sera  moindre,  si,  //?,  //  étant 
égaux,  le  déterminant  est  nul.  Remplaçant  d'ailleurs  M;;^,,  ...,  par 
leurs  valeurs  en  M,,  . . .,  M^,  il  viendra 

les  X  étant  des  fonctions  des  .r,  linéairement  distinctes. 

Prenons  pour  variables  indépendantes  les  M  et  les  X  à  la  place 
d'un  nombre  égal  des  variables  [i.  et  x.  On  pourra,  sans  altérer  la 
forme  acquise  par  Çj  : 

1°  Opérer  une  substitution  linéaire  quelconque  sur  l'un  des  deux 
systèmes  de  variables  M,  X,  pourvu  qu'elle  soit  accompagnée  de  la 
substitution  inverse,  ellectuée  sur  les  variables  de  l'autre  système; 

2"  Altérer  arbitrairement  les  autres  variables  qui  par  bypothèse  ne 
figurent  plus  dans  ^^,  et  que  nous  désignerons  par  x,,  a;',,  ...;  m,, 
//i, ,  .... 

Il  n'existe  pas  nécessairement  des  variables  de  chacune  des  deux 
espèces  rr,,  m,  ;  mais  il  y  en  aura  de  l'une  d'elles  au  moins.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  en  ait  de  l'espèce  x,. 

40.  Les  dérivées  -,— ,  -^,  ,  ■  ■  ■  sont  des  fonctions  linéaires  des  va- 

riables  M  et  m,.  Elles  sont  distinctes,  car,  si  elles  étaient  liées  par  une 

relation 

do.  ,  âv, 

a  V — I-  «  -rh-  + .  • .  =  o, 

une  substitution  linéaire  qui  remplace  .r,,  t\,  ...  par  a.i:,  4-..., 
a'x,-h....  ...  ferait  disparaître  x,  de  la  fonction  !p,;  le  fais- 
ceau A,  ^1  -I-  A.fpj  ne  serait'donc  pas  irréductible. 

41.  Supposons  d'abord  que  parmi  ces  dérivées  il  y  en  ait  une,    ■— 

par  exemple,  qui  contienne  les  variables  m,,  m\,  ....  Prenons-la  pour 
variable  indé[)endantc  à  la  place  de  l'une  de  celles-ci  et  appelons-la  [x,; 
les  termes  de  f,  qui  contiennent  x',  et  [J.,  seront  de  la  forme  [i.,  (x,  -4-. ..); 
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par  le  changement  de  la  variable  x,,  ils  se  réduiront  à  un  seul,  [ji,.r,  ; 
on  aura  alors  ç,  ^  l^,x,  -+-  ^\,  f\  ne  contenant  plus  jjl,  ni  j\. 

Nous  avons  ainsi  ramené  le  système  proposé  (o,,  cs^)  à  la  somme 
d'un  système  simple  (jjl ,./■,,  o)  [c'est  un  système  de  l'espèce  (3),  où 
7-  =  I,  ,9  =  o]  et  d'un  autre  système  (ip',,  o.,)  qui  restera  à  réduire. 

42.   Supposons  au  contraire  que  les  dérivées  ~- ,  •  •  •  ne  contiennent 

que  les  variables  M.  Prenons-les  pour  variables  indépendantes  à  la 
place  d'un  nombre  égal  de  celles-ci,  et  appelons-les  [x,,  [x\,  . ..,  en  con- 
tinuant d'appeler  M,,  IVL,  ...  les  autres  variables  de  Tespèce  M,  s'il 
en  reste. 

On  aura  à  ce  moment 


V' 


=  IJ.,.V,  -+-  u.,  .1- 


ç/'i   ne  cont(?nant  plus  .r,,  r',,  Si  elle  contient  encore  des  termes 

en  a,,  \j.\,  ...,  on  les  fera  disparaître  en  changeant  les  variables  x,, 
x\,.... 

Quant  à  ^25  elle  est  bilinéaire  par  rapport  aux  variables  X  d'une 
part,  [x,  et  M  d'autre  part.  Son  déterminant  n'étant  pas  nul,  les 
dérivées 

seront  distinctes.  Prenons-les  pour  variables  indépendantes  au  lieu 
des  X  et  appelons-les  .r^,  x'.,,  ...;  X,,  ...;  l'expression  de  o.,  sera 
devenue 

(J.,  X.,  -+-  a',  *■!,  -H . .  .  +  M,  X,  -h . . .  =  [x,  X.,  -+-  [jl'i  .<■',  -h . . .  -t-  '^.',, 

celle  de  ç.,  étant  conservée. 

45.   On  peut,  sans  altérer  la  forme  des  expressions  obtenues  : 
1°  Opérer  sur  les  M  nue  substitution  ((iielconque  accompagnée  de 
la  subslilulion  inverse  faite  sur  les  X: 

•-i"   Opérer  de  même  une  substitution  ([uelcontpn;  sur  les  x.,,  x',,  . . ., 

Juiirti.  de  Mdlli.  ((i°  série),  lonic  UI.  —  Iviso.  I,  ijjo;.  '-1 
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pourvu  qu'on  soumette  les  .r,,  x\,  ...  à  la  même  substitution  et  les  jj.,, 
u.\,  ...  à  la  substitution  inverse; 

3°  Enfin  accroître  les  x.,  de  fonctions  linéaires  des  X,  à  condition 
d'opérer  des  changements  correspondants  convenables  sur  les 
variables  M,   p.,,  .r,. 

En  effet,  changeons,  par  exemple,  x\  en  j;^-!- aX, -+- flX^ -h.  . .. 
Nous  aurons  introduit  dans  cj.^  les  nouveaux  termes 

[x,(aX,  +  pX,4-...). 

Mais  on  pourra  les  détruire  en  changeant  M,,  M,,  ...  en 

M,-ap,,     M,-[3[x,,      .... 

Cette  nouvelle  opération  introduira  dans  :p,  des  ternies  de  la  forme 

qu"on  détruira  à  leur  tour  en  changeant  .r,  en 

Ces  opérations  vont  nous  permettre  de  réduire  le  système  des  deux 
fonctions  partielles  a»',,  !p^. 

44.  Les  dérivées  -^j  -t^-j  •••  sont  des  fonctions  des  variables  m 
ax,    ax., 

et  M.  Supposons  d'abord  qu'elles  ne  soient  pas  distinctes.  On  pourra, 

par  une  substitution  linéaire  opérée  sur  les  x.,  (et  accompagnée  de 

changements  convenables  opérés  sur  les  a;,  et  les  t^.,  ),  faire  disparaître 

une  de  ces  variables,  telle  que  x^,  de  la  fonction  ç', .  Si  donc  nous 

posons  pour  abréger 

lj.\ x\  +...+  o\  =  (I>, ,  ]i.\ x'.,-\-..  .+  ^\_  =  (K, 

le  système  (a;,,  0.^)  aura  été  réduit  à  la  somme  du  système  simple 
([i.,x,,  \J.iX.,)  et  du  système  («I>,,  <I>o)(iui  restera  à  réduire. 
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iô.  Supposons  en  second  lieu  que,  ces  dérivées  étant  distinctes,  l'une 
d'elles,  la  première  par  exemple,  contienne  les  variables  m.  Prenons-la 
comme  variable  indépendante  à  la  place  de  l'une  de  celles-ci  et  dési- 
gnons-la par  U..J.  On  aura  pour  o\  une  expression  de  la  forme 

[A,(x-,-f-  a.r;  +  . . .+  fiX, .  . .;  +  f",, 

(pî  étant  indépendant  de  pi-j  et  de  x.,.  Mais,  en  combinant  les  opéra- 
tions (2°)  et  (3°),  on  peut  changer 

X2+  a.x'.-,-h. . .+  pX,  -h  .  . .  en  ^2, 

de  sorte  que  les  variables  x^,  x^-,  [Ji.,,  [t-i  ne  paraîtront  plus  dansç,  et  cpj 
que  dans  les  termes  [jl,  x^  -+-  [i-.^J'-i  et  [x,  x.^.  Nous  aurons  donc  ici  encore 
isolé  un  système  simple 

46.  Enfin,  si  ces  dérivées  sont  distinctes  et  ne  contiennent  que 
les  M,  prenons-les  pour  variables  indépendantes  à  la  place  d'une 
partie  de  celles-ci;  désignons-les  par  [x^,  [x!,,  .. .,  en  continuant  d'ap- 
peler M,,  Mj,  ...  les  autres  variables  M,  s'il  en  reste.  La  fonction  ;p', 
aura  la  forme 

\i..i{x.,  -+-  aX,  -t-.  . .)  -I-  \k{x'.,  +  a'  \,  4-. . .  )  -f-  o'\, 

<p'|  étant  indépendant  de  .r.,  .x-^,  . . .,  [x.,  [i.'.,, l'ar  des  substitutions 

de  l'espèce  (  J"),  on  la  réduira  à 

fjLo  X.,  +  [i.!,  x'.,  4- .  . .  -f-  ;p" , 
de  telle  sorte  qu'on  aura 

cp,  =  ([J.,.x',  -+-  [x^x-o)  +  {\>-\x\  +  fx!,.r',)  4-..  .4-  9Î, 
92  =  [J-i  'f--.,  -h  [a',  ,x'!,  4-.  . .  4-  m,  X,  -1-.  . .. 

47.  i*ar  une  suite  de  raisoniiemenls  loule  semblable  à  la  précé- 
dente,  on  pourra  soit  isoler  un  système  simple  de  l'une  des  deux 
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formes 

(  (7. ,  ./■ ,  +  [X,  X.,  +  [X3  ^'3 ,      u. ,  .r ,  +  [j.,  .z-j  ) , 
soit  mettre  ç,  et  tpo  sous  la  forme 

+  M,X,  +  M,X,-h..... 

Cette  suite  d'opérations  ne  pouvant  se  prolonger  indéfiniment,  on 
finira  nécessairement  par  isoler  un  système  simple. 

48.  Nous  avons  supposé,  dans  la  démonstration  qui  précède,  que 
l'une  au  moins  des  deux  fonctions  o,,  o.^  ne  contienne  pas  toutes  les 
variables.  Cette  hypothèse  ne  sera  pas  réalisée,  si,  m  étant  égal  à  n, 
f,  et  Ço  ont  des  déterminants  différents  de  zéro. 

Considérons  dans  ce  cas,  au  lieu  de  o.,  la  fouclion  '.J^o  =  Ça  —  *<pM 
la  constante  s  étant  choisie  de  telle  sorte  que  le  déterminant  de  i/o  soit 
nul.  Cette  condition  fournit  pour  s  une  équation  de  degré  /i.  Ayant 
pris  pour  s  une  racine  de  cette  équation,  on  pourra,  en  appliquant  à  p, 
et  '|o  la  méthode  précédente,  extraire  du  système  (9,,  '.po)  un  ou  plu- 
sieurs systèmes  simples.  Puis(|ue  <p,  contient  par  hypothèse  toutes  les 
variables,  chacun  de  ces  systèuies  devra  être  de  la  forme 

o'i  =  (7.,  ,r ,  + . . .  -I-  u.,.,r,,,  '|!,  =  (J.,  r,  + . . .  -f-  [J-,.xv_, . 

On  [)ourra  donc,  du  système 

extraire  le  système  simple 

(o;,'|/:-^.sç',), 

lequel  l'st  de  l'espèce  (3). 

40.   l^'expression    léduili'    ihi    système   (cp,,    9^)   à    hKiuelIc    nous 
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sommes  arrivés  en  modifiant  les  seules  variables  pi  et  ,7;,  contient 
autant  d'invariants  que  l'équation  en  s  a  de  racines  distinctes.  Mais,  si 
l'on  soumet  aussi  les  variables  X  à  des  substitutions  linéaires,  on 
pourra  donner  des  valeurs  arbitrairement  choisies  à  trois  de  ces  inva- 
riants. 

Soit  en  elTet  (cp', ,  çl)  un  de  nos  systèmes  simples.  Le  changement 
de  À,,  Ao  en  a  A,  +  fi'ko,  yA,  +  o'k.^  changera  X,  o\  -+-  X^cs!,  en 

X,(a9',  4-  Yol)  +  K,{h\  +  09:). 

Supposons  d'abord  que  le  système  simple  considéré  soit  de  l'es- 
pèce (i) 

cp',  =  p., r/-,  + . . .  H-  u.,.a.'r,  o'.,  =  ao.r,  + . . .  4-  u.,^^x^. 

L'effet  de  la  substitution  opérée  sur  les  X  pourra  être  contrebalancé 
par  d'autres  substitutions  opérées  sur  les  [x  et  les  x. 

En  efï'et,  les  substitutions  qu'on  peut  faire  subir  aux  X  dérivent  des 
trois  opérations  élémentaires  suivantes  : 

1°  Multiplication  de  X,,  X^  par  une  même  constante.  Divisons  les  x 
par  cette  même  constante;  X,  ç',  -1-  XoÇ.',  restera  inaltéré. 

2°  Echange  de  X,  et  de  X^.  On  n'aura  qu'à  remplacer  ij.,,  tx^,  ..., 

P■^^-^  i  -^  m   •  •  • ,  ^r  P^f  ^r+i  j   \>-ri    ■  •  -i   ['■fi    'V  -i    ■  •  •  i  ■'-' t  ■ 

3"  Changement  de  X,  en  X,  +  /X.  ;  o\  ne  sera  pas  altéré,  et  cpl  sera 
changé  en 

Cette  expression  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

([i.,+  a u,  )./•,  +  (f/..,  +  hij..,  +  eu,  V'-.-o  +...  +  ( a,.^, -+. ^- a^ -h . . . -^  /(J^,)xv 

(proM  ramène  aisément  à  9'^  par  des  substitutions  qui  n'altèrent  pas  9',. 
Imi  effet,  on  fera  disparaître  d'abord  le  terme  a  ijl,  x,  en  changeant  iJ.^,  x, 
en  (j-j  — au.,,  x^-i-ax.^;  puis,  sans  rétablir  ce  terme  supprimé,  on 
fera  évanouir  les  termes  (hiJ.:,-\-  cij.,)x.,  en  changeant  [x.,,  x.,,  x,  en 
[^3 — l>lJ-î~ '"['■t,  x.>-\-  bx.,,  X,  -^  cx^:,  etc.  iMifin,  en  modifiant  [x,.+,, 
on  fera  disparaître  les  derniers  termes (Af/.,.  + . . .  +  /a, ) x^. 
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Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  systèmes  simples  de  la 
forme  (2)  qui  ne  dilîèrent  des  précédents  que  par  l'échange  des  \j. 
avec  les  x. 

30.  Supposons  enfin  que  le  système  simple  considéré  soit  de  la 
forme  (3) 

cp',  =  A,         (p',  =  B  +  .$A, 

en  posant  pour  abréger 

A  ^  U.fj;,  -\-.  .  .-\-  [J-rX,.,  B  =  L«.2*'l  -+-•••-!-  {'■r'-'r-f 

Soient cf,  b,  c  des  constantes  quelconques  (o,  c  n'étant  pas  nuls).  Il 
est  aisé  de  vérifier  que  aA  -+-  bB,  cB  peuvent  élre  transformés  simul- 
tanément en  A,  B. 

Posons  en  effet  a  =^  olc,  b  =  ^c.  Par  le  cliangement  de  (j.;;,  X/,  en 
a^*^'[j.A,  6-  'a^x'A,  on  transformera  tout  d'abord  aA  +  6B,  cB  en 
A  -(-  ^B,  B.  On  peut  ensuite,  sans  altérer  B,  transformer  en  A  l'ex- 
pression A  +  ^B,  ou  plus  généralement  l'expression 

|J.,./',  -+-  ij.,(x,-h  rt./'i) 

+  [J.3(x,  -t-  bx\  -+-  ex,  )  -H . .  .  +  [j.^(  X,.  -+-  kx,_ ,  +  ...+  /./■,  ) 

dont  elle  est  un  cas  particulier. 

En  eflet,  on  fera  disparaître  le  terme  ax,  par  le  changement  de  x.,, 
u...  en  Xo  ~  aXf,  [Xo  +  afXj  ;  puis  les  termes  bx.;,  -h  ex,  en  changeant  x^, 
a..,  u.,  en./';,  —  bx.^  —  ex,,  u-o  +  ba^,  u.,  +  ca,,  etc.  ;  et  enfin  les  termes 
kxr_,  +. . .+  Ix,  par  le  changement  de  x,.. 

De  ce  résultat,  semblable  à  celui  trouvé  au  n°  5  (pour  les  fonc- 
tions A'^,  B"),  on  peut  tirer  la  même  consé(picnce,  à  savoir  qu'un 
changement  de  variables  "k,,  À^  (coml)iné  à  des  substitutions  conve- 
nables opérées  sur  les  [j.  et  sur  les  x)  a  pour  effet  d'opérer  sur  les 
invariants  s  une  même  transformation  homographique,  ce  qui  per- 
mettra d'assigner  à  trois  d'enlie  eux  des  valeurs  déterminées,  telles 
(pie  o,  co,  I . 

lui  dressant,  d'après  ce  (|ui  précède,  le  Tableau  des  types  cano- 
nitpies  |)oiir  cluKpie  système  de  valeurs  de  /»,  //,  on  devra,  pour  éviter 
les  doubles  emplois,  assigner,  par  des  considérations  toutes  semblables 
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à  celles  du  n"  î),  un  ordre  de  succession  bien  défini  aux  invariants  s, 
s',  ...f  et  réduire  le  premier  à.  zéro,  le  second  à  ce,  le  troisième  à 
l'unité. 

31.  On  obtient  ainsi  le  Tableau  suivant  : 
Pour  m  =  2,  n  =  I ,  un  type 

(A)  X,  [j.,,-»,  +  A^u-oa?,. 
Pour  ni  =  i,  //  =  2,  un  type 

(B)  X,  L«.|  J7,  +  A^ajX'a. 
Pour  m  ^  2,  «  :=  2,  deux  types  : 

(C)  "kfij-fX,  -i-A.,y..,x.2, 

(D)  À,  ([J.|  if,  -h  l^-oX-,)  -+-  Ao  [J^i-^'i  • 

Pour  m  =  3,  «  =  2,  deux  types  : 

(E)  A,  |J.,./-,  -I-  A,.(a.,.r,  -+-  [J.^./:.^), 
(F  )                        A,((j.,.r,  H-  iJ..j.r.;^)  -+-  A^(lj.2C,  -+-  u-j^'a). 

Pour   m  =  2,   /2  =  3,    deux    types   (déduits    des    précédents    par 
l'écliange  des  a  avec  les   r)  : 

(<i)  "''m[-'-1''^"i  -I-  "a  j  ('."•. -'''s  +  [J^:>*':i)' 

(  H  )  A  I  (  [J. ,  ./■ ,  +  [-»-.  J.-.  )  -H  A.  (  U. ,  ■/;.,  -+-  U...  X.J  ) . 

l'our  /il  =  3,  //  =  3,  six  tyj  a.i  : 

+  a. ./■.,+  [7.3./;/)  +  A2(u..V|  -4-  [x^x.,), 

4-  a^  X.,  )  -+-  Ao  (  ui.. ./; ,  4-  u-.-,  .r,  ) , 

-l-[j.../-2)  +  A.  a,, ./.■,,, 

-I-  Î^M  ■'■»  )  -+■  A.  (  !-^2  ■'•2  +  Mm  ■'t":)  ) , 


(1) 

A,(  y.,,x-, 

0) 

A|(tj.,x-, 

(Iv) 

A,(u.,,a;, 

(10 

A/y.,./;, 

(M) 

A,([j.,x', 

(N) 

A,  ([-'•,./;, 

etc. 

i6 


§  II.  —   Réduction  de  Tj.j. 
S2.  L'expression 

T333  =  ^<^o:Py^a[^p-''Y=  ''^i  Çi  +  ^2  92  +  ^3  9.1 

représente  un  réseau  de  formes  bilinéaires  des  variables  ij.  et  ;/;,  dérivé 
des  trois  formes  génératrices  9,,  Ço,  93.  Une  substitution  linéaire  effec- 
tuée sur  les  paramètres  X  revient  à  changer  le  choix  de  ces  formes 
génératrices. 

A  chaque  point  P  =  {\,'k./A^)  du  plan  des  A  correspond  une  forme 
du  réseau  (définie  à  un  facteur  près).  Son  déterminant  A  est  homo- 
gène et  du  troisième  degré  en  X,,  A^,  X3.  Les  formes  de  déterminant 
nul  correspondent  donc  aux  points  d'une  cubique,  A  —  o.  L'une  quel- 
conque d'entre  elles  pourra,  par  un  choix  convenable  des  variables  [k 
et  X,  s'exprimer  par  une  somme  de  deux  termes 

Si  non  seulement  A,  mais  tous  ses  mineurs  sont  nuls,  elle  sera  réduc- 
tible à  un  monôme 


Mais  le  réseau  ne  contiendra  de  telles  formes  que  dans  certains  cas 
exceptionnels. 

Soient  P,,  P2  deux  points  quelconques;  '\i,,  '];o  les  formes  corres- 
pondantes. Aux  divers  points  de  la  droite  (0  =  PfPo  correspondront 
les  formes  du  faisceau 

que  nous  appellerons  ic  faisceau  de  la  tfroi/e  (.0. 

Si  parmi  les  six  dérivées  -~-,  -r-^  il  y  en  a  n  linéairement  distinctes: 

11  •  1         •       1  ■    •     ■        à<li     àii^  .,  I-    .  •       . 

SI,  d  autre  part,  parmi  li-s  six  dérivées--^,  --^  il  v  en  a  (/  dislmclcs,  on 

1  '  I  (jtx,.     (Jni        -^  ^ 

poiii'ra  choisir  les  variables  de  telle  soile  (|ue  dans  les  expressions  de  ij^i 
et  de  '|._,  figurent  seuicmeni  /;  des  variables  [j.,  cl  y  des  variables  x. 
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Si  />  =  ^r  =  3,  le  faisceau  sera  irréductible,  et  pourra  être  ramené  à 
Tune  des  six  formes  canoniques  I,  J,  . . .,  N  du  n"  ,'îl.  Dans  le  cas  c(m- 
traire,  il  pourra  se  ramener  à  l'une  des  huit  formes  A,  B,  ...,  H  du 
même  numéro. 

Nous  dirons  que  la  droite  considérée  est  de  l'espèce  (A),  (B),  etc., 
suivant  que  son  faisceau  a  pour  expression  réduite  A  ou  B,  etc.  Et 
nous  considérerons  l'espèce  (A)  comme  plus  simple  que  l'espèce  (B)  ; 
celle-ci  sera  plus  simple  que  l'espèce  (C),  etc. 

Aux  points  d'intersection  de  la  droite  (Q  avec  la  cubique  A  corres- 
pondent celles  des  formes  du  faisceau 

/,!. +  /,•}, 

dont  le  déterminant  est  nul.  Ce  déterminant  est  homogène  et  du  troi- 
sième degré  en  /,,  l.,. 

Si  (D  est  de  l'espèce  (N),  ce  déterminant  se  réduit  à  /|/.,(7|  -i-  /.,).  [l 
y  a  trois  points  d'intersection  distincts,  et  les  formes  correspondantes 

sont  'j/,,  '-p,.  '|(  —  '!:;• 

Si  (D  est  l'une  des  espèces  (L)  ou  CM),  ce  déterminant  se  réduit  à 
P^l.,.  Deux  intersections  sont  réunies  au  point  dont  la  forme  est  '|o  ;  le 
dernier  point  d'intersection  a  pour  forme  '|,. 

Si  CD  est  de  l'une  des  espèces  (J),  (K),  le  déterminant  étant  égal 
à  /,',  les  trois  intersections  se  confondent  en  un  seul  point. 

Enfin,  si  (D  est  de  l'une  des  espèces  (A),  (B),  .. .,  (I),  le  détermi- 
nant étant  identiquement  nul,  la  droite  (0  appartiendra  tout  entière  à 
la  cubique  A. 

Ces  préliminaires  posés,  pour  opérer  la  réduction  du  réseau  à  sa 
forme  canonique,  nous  choisirons  les  côtés  X,,  X.,  X.,  du  triangle  de 
référence  de  la  même  manière  qu'au  n"  15,  et  nous  aurons  plusieurs 
cas  à  discuter  successivement. 

o5.    Premier  cas  :  A  indécotnposcthic,  sans  rchi-oiissenicnt. 

La  droite  X^  rencontrant  A  en  trois  points  d'inflexion  disliucls,  son 
faisceau  F  sera  du  type  (N). 

Changeons,  pour  plus  de  symétrie,  les  signes  de  ,r.,  et  de  X.,  nous 
pourrons  écrire; 

F  =  X, ([.«., X,  —  a;,.^;,)  +  X.([J..|.r,, \>-..C.,)  nr  X,9,  -h  X.p.. 

Journ.  de  Malli.  (  (!•  série),  tome  III    —  Kasc.   I,  igo'j.  J 
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(]e  faisceau  contient  trois  formes  de  déterminant  nul 

9n       Ç-s)       —  (<P.  +  92)=  [Aoa^—  [^i-'''. 

correspondant  aux  trois  points  d'inflexion  situés  sur  A3. 
Soit 

la  troisième  forme  génératrice  du  réseau.  On  aura 

0,1X3+  X,  021X3  «.,,X3 

(-7,2X3  «22X3 Xo  «32X3 

«,3X3  «23X3  «.33X3   —    X,   +  X2 


Mais,  X,,  X,  étant  des  tangentes  d'inflexion,  A  doit  se  réduire  à  la 
forme 

Ax;;  +  X,  x^i  BX,  -h'CX2  +  0X3); 

d'où  les  écpiationsde  condition 

a, ,  =  o,         «22  =  o, 

Les  deux  produits  aïoOis^si  et  a-^^a^^ai^  ne  peuvent  être  nuls  à  la 
fois;  car  on  aurait,  en  achevant  l'identification,  A^o;  A  ne  serait 
donc  pas  indécomposable. 

D'ailleurs,  ces  deux  produits  s'échangent  entre  eux,  si  l'on  permute 
les  indices  i  et  2  en  changeant  en  même  temps  le  signe  de  X,,  X,  (ce 
(pii  n'altère  pas  l'expression  de  F).  11  est  donc  permis  de  supposer  que 
f/i2«23'^'3i  n'est  pas  nul. 

On  peut  encore,  sans  altérer  F,  multiplier  u.,,  u.,,  1X3,  j?,,  x^,  x^,  X,, 
Xj  par  des  facteurs  de  proportionnalité  /,,  /^i  f.,,  "i.  "2.  "3?  '')  ^"  satis- 
faisant aux  relations 


/.'/. 


/„  u.,  =  t.,  U-, 


et  du  reste  arbitraires.  Par  cette  opération,  a,^  sera  multiplié  par  /,m^  ; 
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les  produits  «i:.«2i,  fJ^^^^hi^  '^^lu^'i:!  P'^r  7;'  ^:i:i  P''i'  ", '  'ït  ^o"  pourra 
réduire  a,,,,  «23,  «3,  à  l'unité.  Nous  devrons  poser  à  cet  effet  les 
équations 

a,.J,u.,=  a.,,t.,u.,=  a.,,t.,u,  =  1 

ou,  en  tirant  les  u  des  équations  précédentes, 

a,ot,^i'(o,         cin-^to^i^t^,  a.5,/3=i7,. 

Ces  équations  détermineront  les  rapports  t^  -.t.^:  t,^,  si  r  satisfait  à  la 
relation 

P'  =  a,2a23a3,- 

Posons,  pour  abréger, 


les  coefficients  a.,,,  «.,0,  «13  seront  réduits  à  p  et  a.,;,  à  t. 
Nous  obtenons  ainsi  pour  Çs  une  expression  canonique 

O3   =    lJ.,(Xn-\-    pX-j)    +    [/-.(p-f',   +  Xy)    -+-    II.3(X,   -h    pXn-+-   (7j;.,) 

aux  deux  invariants  p,  a-. 

Remarquons,  toutefois,  que,  f  étant  donné  par  une  éciuation  cu- 
bique, p  et  a  ne  sont  pas  rigoureusement  déterminés.  On  pourrait  les 
remplacer  par  Op,  O-o-,  0  étant  une  racine  cubique  de  Tunité. 

11  existe,  d'ailleurs,  autant  de  manières  distinctes  de  réduire  le 
réseau  à  une  forme  canonique  de  l'espèce  précédente  que  A  possède  de 
couples  de  points  d'inflexion,  soit  '66  dans  le  cas  général  et  3  si  A  a  un 
point  double.  Ces  divers  modes  de  réduction  donneront  en  général 
des  valeurs  dilTérentes  pour  p  et  t. 

i>4'.  Voyons  en  particulier  comment  se  uiodifient  ces  invariants 
lorsqu'on  permute  les  trois  points  d'inflexion  situés  sur  une  môme 
droite  X.,  et  les  tangentes  corri's[)()ndanles. 

]"  liciiantjcons  d'abord  A,  el  X.,.  Le  rc'seau 


A.,; 


•;i-t'^ 
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sera  changé  en 

Or,  si  nous  changeons 

I  -, 
[j.,,   jx,,  x^,  x'o,  .r^,   A3       en       [j...   p.,,    —x.,,    — x,,   — J^ai    ■^p'^s 

Çj  s'échange  avec  (p,,  et  Xj^s  se  transforme  en  XgCpj,  9!,  étant  la  fonc- 
tion qui  se  déduit  de  o,  par  le  changement  de  p,  a  en  ->  -• 

2°  On  arrive  au  même  résultat  si  Ton  remplace  la  droite  \^  par  la 
tangente  au  troisième  point  d'inflexion. 
Le  déterminant  A  étant  ici  égal  à 

(p^-  pT  +  i)}.:;  -I- a.AjCa,  -a,-  7X3), 

celte  dermière  tangente  aura  pour  équation 
A,  —  Ao  —  (7X3  =  G. 

A  l'ancien  triangle  de  référence  (A,,  >.,  'A3)  nous  substituons  celui 
formé  par  les  trois  droites 

(X,  -  X^—  (7X3,  Ao,  X3). 
Les  formes  correspondantes  à  ses  sommets  seront  : 

9i  =  ?i  =  [-'■i-^'i  ~  P-a-^'s) 

:ç-3  +  aç-i  =  a,(cr^',  +  x.,  +  ç,x^)+  [J-oCpa?,  +•'^■3)+  [^-aC-^i  +  P'^^'a)- 

Si  nous  changeons  .r,,  a;^,  ./.•3,  p.,,  IJ.3  en  — x^,  —  x.,,  —  .r,,  [j.3,  [x, 
les  deux  premières  se  transforment  respectivement  en  9,,  —  Ço  et  la 
dernière  devient  le  produit  de  la  constante  —  p  par 


P  v  ■  '-VP  ■  ■    v^^^'l"'-^p"^"^p" 

C'est  une  expression  analogue  à  Çj,  mais  où  p,  a  sont  remplacés 


par 


I       a 
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55.   Quelques  cas  particuliers  méritent  d'être  signalés  : 

1°  Si  a-  =  G,  les  trois  tangentes  d'inflexion  sont  concourantes; 

2°  A  aura  un  point  double,  si  l'on  a 

27  (p-'  —  pT  +  1)  +  a-''  =  o; 

3°  Le  réseau  contiendra  une  forme  monôme  si  l'on  peut  détermiuer 
les  A  de  telle  sorte  que  tous  les  mineurs  du  déterminant 

X,  \,     pi, 

pA.,       —     X.         A., 

A.,  pl,^      (7A.,  —  X,  +  Ao 

soient  nuls. 

Cela  donne,  entre  autres  équations  de  condition,  celles-ci  : 

X,(A.,  +  pAo)  =  0,  X,(p-A.,  H-X.)  =  o. 

Si  X.J  était  nul,  les  autres  équations  donneraient 

X,X.  =  0,         X,(X, +  Xo)  =  o,         X.(X,  +  X,)  =  o; 

d'où  X,  :=  X^  =  o,  ce  qui  est  inadmissible. 
On  doit  donc  avoir 

Xj  +  pXo^o,         p-X3  +  Xo=o; 
d'où 

p9=i,         X3  =  — pX,. 
Il  viendra  ensuite 

o  =  X,  X,  +  pX;  =  X,  Xo  H-  Xi;  =  X.  (X,  +  X. ). 

Mais  Xo  =  o  donnerait  X.,  --  o,  solution  rejetée.  Donc  X,  =  —  X^. 
lùilin,  l'éfjuation 

Xj^crXj  —  X,  +  X.)  +  p'Al  —  o 
deviendra 

o  =  X^(—  pa  +  2  -I-  1); 


0-  =  3p- 
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On  vérifie  aisément  que  ces  valeurs  de  p  et  de  a  et  des  ra[)- 
ports  X,  :  A,  :  X.,  annulent  bien  tous  les  mineurs  de  d. 

ij6.  4°  Pour  que  A  soit  indécomposable,  ainsi  cjue  nous  l'avons  sup- 
posé, il  faut  que  le  coefficient  de  A;| 

p^—  p(T  +  I 

soit  ^  G.  S'il  était  nul,  A  serait  le  produit  des  trois  droites 

A,,      A„      A,-  A,-  gA,. 
Les  faisceaux  de  ces  droites 

sont  irréductibles.  Considérons,  en  eflet,  le  premier.  Les  dérivées 

doi  â<fi  do^  

sont  linéairement  distinctes.  De  même  pour  les  dérivées 

fVo,  _  'J92  .  '^9i  

OiJ-i  wy.3  t/.r, 

La  même  vérification  peut  se  faire  pour  les  deux  autres  faisceaux. 

Réciproquement,  tout  réseau  où  A  se  décompose  en  trois  droites  D, , 
Do,  D3,  dont  les  faisceaux  soient  irréductiljies,  pourra  d'une  infinité 
de  manières  être  ramené  à  la  forme  réduite  ci-dessus,  les  invariants 
étant  liés  par  la  relation  p'  —  pcr  h-  i  =:  o. 

Soit,  en  eflet,  0  une  droite  arbitraire  coupant  D,,  D,,  D3  eu  trois 
points  distincts,  qu'on  peut  considérer  comme  des  points  d'inflexion, 
où  D|,  D2,  D3  seront  les  tangentes.  Si  donc  nous  prenons  D,,  D^,  0 
poui'  les  côtés  X,,  Ao,  A,  du  triangle  de  référence,  on  pourra  donner 
aux  formes  génératrices  du  réseau  les  expressions  suivantes  : 
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et,  A  devant  se  réduire  à  la  forme 

on  aura  les  relations 

et  l'on  pourra  achever  la  réduction  de  o,  comme  nous  l'avons  fait,  à 
moins  que  les  produits  a.oa,.»;,,,  a.^a.,.a,^  ne  soient  nuls  tous  les 
deux.  Mais  ce  cas  ne  peut  se  présenter  si  les  faisceaux 

des  droites  X,,  \..  sont  irréductibles,  ainsi  que  nous  le  supposons.  Il 
faudra,  en  effet,  que  93  contienne  les  variables  [Ao,  x.,  qui  ne  figurent 
pas  dans  cpj,  et  aussi  pi,,  x,,  qui  ne  figurent  pas  dans  «p,.  On  ne  pourra 
donc  avoir  à  la  fois  ni  0,2  =  0,;,  =  0,  ni  a.,,  =  «23  =Oî  "^i  <^2i  =«.ii  =f , 

ni  a,2  =  a:i2  =  o- 

Mais  d'autre  part,  si  l'un  des  produits  a,.,a.,-fa^,,  a.^fa32ai3  est  nul, 
les  produits  égaux  a,  2  «20  «23^32)  «3i<^i3  le  seront  aussi,  et,  comme  on 
peut  permuter  les  indices  i  et  2,  il  est  permis  d'admettre  que  Oj,  =  o. 

Mais  alors  les   conditions  précédentes  donneront  successivement 

«23^0,  a.jf^o,  puis  a.,.,  =  o,  o,.,  =  0  et  enfin  o,2<o,  d'où  a,;^.^».,,  ,$0. 

Il  ne  convient  pas  toutefois  d'adopter  comme  type  canonique  des 
réseaux  où  A  est  formé  de  trois  droites  dont  les  faisceaux  soient  irré- 
ductibles l'expression  réduite  que  nous  venons  de  trouver.  Car,  la 
réduction  pouvant  se  faire  d'une  infinité  de  manières,  on  ne  saurait 
pas  décider  si  deux  réseaux  sont  équivalents  ou  non  par  la  comparai- 
son de  leurs  réduites  (lesquelles  contiennent  une  indéterminée).  Il 
sera  préférable  d'employer  un  autre  procédé  de  réduction  exempt 
d'anduguïlé.  Nous  le  donnerons  plus  loin,  et  il  nous" conduira  à  des 
expressions  beaucoup  plus  simples  que  la  précédente. 

INous  maintiendrons  donc  l'inégalité 

p'  —  pa  -I-  1^0 
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comme  partie  intégrante  de  la  définition  du  premier  type  canonique 

(I)     X,(u.,./;,  —  [-»•:,.'•;,) -+->.2(a3.Â'3—  'J->-J'-2) 

4-).3[[J.,(.r2+  pxj)  -f-  ,a.(px,  -f-x'j)  4-  [i.3(.r,  +  px^-i-  tx-,)]. 

37.  Deuxième  cas  :  A  r.9/  indécomposable,  ruais  possède  un  point 
de  rebi-oussement  P  cl  un  point  d'inflexion  (). 

Prenons  pour  A,,  /,,  les  tangentes  à  A  aux  points  Q  et  P,  pour  A3  la 
droite  PQ  ;  A  sera  de  la  forme 

AÀ^  +  Ba;A.         (AetB>o). 

D'autre  part,  'kj  rencontrant  A  en  deux  points  confondus  en 
?  =  (/,,>.,),  et  au  point  Q  =  (A|À.,),  son  faisceau  F  appartiendra  à 
l'un  des  deux  types  (L),  (M),  ou,  en  changeant  x,,  x.,  en  x.,,  —  x,, 
à  l'un  des  deux  types 

(L)'  F  =  À,(a,x.j—  u-.x,)  +  l.,(iJ..,x.,-h  iJ-^-fs): 

(M)'  F  =  A,([JL,X2—  [J-o.c,)  4-X.  f;..,^,. 

Discutons  successivement  ces  deux  hypothèses. 

08.    1°  Supposons  F  de  la  forme  (L)'. 

Soit 

o.,  =  Sa,■^.[i.,.rA■ 
la  troisième  forme  génératrice  correspondant  au  sommet  (XoXj)  du 
triangle  de  référence  :  on  aura 


A  = 


a 

3  1  'k:> 

a 

t'Àa 

a 

i3^:i 

+ 

X2 

expression  à  identifier  avec  AX||  -+-  BÀ,  A. 
On  en  déduit  d'ahord 
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puis,  en  tenant  compte  de  ces  premières  relations, 

^32^13  +  ^3  1  ^23  ^  O, 
«2  1  C-ii^^i^  +   f'3  1^12'^23  «3  1  «13  «22  =   A  ^  G. 

Donc  a,o,  f/j,,  aj,»,,  seront  ^o.  Car,  si  Tune  de  ces  quantités  était 
nulle,  les  deux  autres  le  seraient  aussi;  donc  A  serait  nul,  et  A  décom- 
posable. 

Mais  on  peut  supposer  a^2=0'  Changeons  en  effet  [a,,  .r,  en 
[X, +  ^fji2,  x^-\-tx.2,  ce  qui  n'altère  pas  F;  a.,ç,  sera  changé  en 
«22  +  ^(«(2  +  «2))î  expression  qui  s'annulera  pour  une  valeur  conve- 
nable de  la  constante  /. 

Changeons  enlin  ij.,,  u..,,  [x,,,  a;,,  îc.,,  J^'s,  ^i,  Ao  en  /,a|,/.a.j,  /^u.;), 

«.a;,,  ^/oX.,,  MoX't,  — ^>  -^^,  les  indéterminées  /,  u  étant  liées  par  les 
relations 

F  restera  inaltéré,  et  a,o,  a,,,  «30  seront  multipliés  par  les  facteurs 
arbitraires 

On  pourra  donc  les  choisir  de  manière  à  réduire  à  l'unili'  a,^,  a,;, 
et  aussi  0.32,  s'il  n'est  [jas  nul.  Les  équations  de  coudilion  donneront 
les  valeurs  des  autres  coefficients. 

rt2,=:a,.j^I,  «3)  =  «13^  —   1)  «23  =  «32  =   '    OU  O. 

Nous  obtenons  ainsi  les  deux  types  réduits  : 


(H) 
(111) 


\       +  \^\[x,{.c.,-\-  X,)  +  p-o(x-,  +.i'.,)  -(-  p.3(—  .r,  -f-  x-.)|, 

(  A ,  (  [j. ,  x\  —  p.o  X' ,  )  -f-  Xo  (  [Xo  X'2  -I-  p.3  .i-.,  ) 

(  +  X3I  [^•(■i'a  +  '^'a)  -I-  F'-2*'i fJ-:r^'i  I- 

Jouin.  tic  Malli.  {(i'  série),  loinc  III.  —  Kasc.  1,  ly";.  I 
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Ces  deux  types  sont  bien  distincts  :  on  peut  d'ailleurs  le  contirnier 
comme  il  suit  : 

Cliangeons  le  rôle  des  A  et  des  [a  en  considérant  X,  ^,  +  'a„^2  +  ^a9:i 
comme  une  forme  bilinéaire  des  variables  A,  x,  dépendant  des  para- 
mètres [jl;  son  déterminant  sera  une  cubique  A'([ji.,,  [x,,  \i.^)  analogue 
à  A.  Or  on  aura  pour  le  type  (II) 

A'  =  —  (i-,([j.|  +  p-')  +  [j..(ij.3— [i-^;), 

cubique  à  un  seul  point  double;  et  pour  le  type  (III  ) 

A'=-  [x,([i.=  +[j.;;), 
système,  de  trois  droites. 

59.   1°  Supposons  F  de  la  forme  (M)'. 

Son  expression  ne  changera  pas  si  l'on  opère  sur  u.,,  jj.^  et  sur  .-e, ,  x^ 
une  même  substitution  linéaire,  en  divisant  A,  par  le  déterminant  de 
cette  substitution.  Par  cette  opération  on  pourra,  dans  l'expression  de 
la  troisième  forme  génératrice 


rendre  nul  le  coefficient  a,,.  En  effet,  par  le  changement  de  \t..,,  x„  en 
p.o  +  ^[j.,,  a;,  -+-  tx^  on  le  change  en  a,,  +  /(a,2+  «ai)  +  ^■'222>  expres- 
sion qu'on  pourra  rendre  nulle  si  a.,.v^o.  Si  «30  était  nul,  on  l'échange- 
rait avec  a,,  en  permutant  [j.,,  x^  avec  [J-j,  x.^. 
Soit  donc  a,,  =  o.  On  aura 

I  o  f/,,>3-A,      a^X, 

A=        «loXj-t-A,  «22^:1  «32"''4 

I    fl ,  .,  A .,  ^'  2  3  ^  :i 


Cl; 


X, 


Ao 


Identilianl  celte  expression  avec  AX'l 


«33  =  o. 


a,.^a.2,  ^=  o. 


Ba;'à,j,  il  viendra 
d'où  a.^=^  a.. 


0'i:\C'-i\  -- «32^'i3  =  u,  a|.,a22^.n  =  ^<o- 

Mulliplioiis  [X|,   a^,   ij..|,  .r,,  x.,^  ./;,,,  A,,  A^  par  /,,  /^,  /.,,  //,,  «.j,  i/^. 
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, ,  les  facteurs  /,  ii  élanl  liés  par  runi(jue  relation  t^u.,=z  f^u,. 

On  pourra  les  déterminer  de  manière  à  réduire  à  l'unité  a,.,,  Oj^?  <^3n 
et  aussi  «3,,  si  ce  dernier  coefficient  n'est  pas  nul.  Les  relations  précé- 
dentes donneront  enfin  «2,  ^  a.,,. 

Assignant  successivement  à  a.,^  les  valeurs  i  et  o,  nous  obtiendrons 
les  deux  types  réduits  : 

(lY)  X|(a,ii;._,  — (7.o,r,)-|-X2[j.3*-..j+  X.,[a|./;3+  ii..,(x.,-\- x^)-^-  ii.:^(x ,  +  x.,)], 

(V)    'k,{u.,X.,-  U..,X,)-h'k.,lJ.,X,  +  \,(lJ.,X,,+  U..,Xo-}-  IJ.3X,). 

Chacun  d'eux  contient  une  droite  monôme  A^;  les  réseaux  des 
types  (II)  et  (III)  n'en  contenaient  aucune. 

Formons,  d'autre  part,  comme  au  numéro  précédent,  la  cu- 
bique A'([X|,  p..,,  [JI3)  analogue  à  A;  on  aura  pour  le  type  (IV) 

A'  =  p-;)(y-î  +  [t-t  +  [J^i. u-;i)         (droite  et  conique), 

et  pour  le  type  (V) 

A'=  |J^3([-'-i  +  l'-'.)         (trois  droites). 

Ce  caractère  invariant  distingue  nettement  ces  deux  types  l'un  de 
l'autre. 

60.  Passons  à  l'examen  des  cas  où  A  est  décomposablc  ou  identi- 
quement nui. 

Troisième  cas  :  A  admet  en  fadeur  une  droite  d'espèce  (A). 
Prenons-la  pour  X3.  Son  faisceau  F  aura  pour  expression 

F  :=  A,  [>.,x,  -+-  A.,  u-,-!',  =  A,  '^,  ■+-  A.^x'-^- 
Soit 

(p.,  =  i:art[j.,-,T;, 

la  troisième  forme  génératrice.  Nous  pourrons  la  simplifier  par  les 
opérations  suivantes  qui  n'allèrent  pas  F  : 

I"  On  peut  rcm]ilaccr  ^3  par  une  autre  forme  (^.^  —  t^,  —  uf.,; 

2"  Changer  arbitrairement  les  variables  [jl3,  x.,,  u-.,  (pie  h'  ne  con- 
tient pas; 
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3°  Opérer  sur  ii,,  u..,  une  substitution  linéaire  arbitraire  (accompa- 
gnée de  la  substitution  inverse  effectuée  sur  A,  etX^). 

61.   Supposons  d'abord  «33^0.  Parles  opérations  (2)  on  réduira  o,., 
à  l'unité,  a, 3,  a^^,  a,,,  «3,  à  zéro. 

Par  l'opération  (i)  on  détruira  ensuite  a,,,  a.,,;  on  aura  alors 

0,12  et  <7.o  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  car  (p.,  doit  contenir  x\.  Par 
une  opération  (3)  on  le  réduira  à  it-^x-^-h  u-^-';^. 
Nous  obtenons  ainsi  le  type 


(VI) 


X,  [i.,a;,  +  XoiXa*",  -t-  'k^dj-^x.,  -+-  (J-ja^j) 


A  = 


A,  A,  r 
O  A3  0 
O  O         X 


=  A'A, 


est  formé  d'une  droite  double  X3  d'espèce  (A)  et  d'une  droite  simple  X,, 
d'espèce  (G). 

Soit  «33=0,  mais  «.,.0.  Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par 
l'écbang'e  des  variables  x.^,  x^. 

62.  Soit  enfin  «33  =  «3^  =  0.  Comme  ^3  doit  contenir  u.3,  «3, 
sera  ^o;  et,  par  le  changement  de  [J.3,  on  pourra  réduire  a,,,  r/^,,  «3, 
à  o,  o,  I. 

D'autre  part,  (p3  contiendra  x.,,  x^,  respectivement  niulti[)liés  par 
(' i 2  ['■>-^  ('■:•.:  1^-21  '^'i:i;-'-i  + ''':!:i[^2-  ^^^  dcux  fouctions  sout  linéairement 
distinctes;  car,  si  elles  ne  l'étaient  pas,  soit  (  leur  rapport,  x.,  et  x.^  ne 
figureraient  dans  cp,  que  |)ar  la  combinaison  x.,-+-  tx.,,  cl  le  réseau  ne 
serait  pas  irréductible. 

On  pourra  donc  par  une  substilution  linéaire  opérée  sur  [i.,,  u..^ 
(opération  ['>)  réduiie  les  termes  en  x..,,  ./v,  à  la  forme  plus  simple 
[i.„.x._,  H-  iJ-,x.,. 
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Nous  obtenons  ainsi  le  type 
(VII)  A,  p.,  j;,  -h  XjiJ..  x,  +  A^dj-fX^  -+-  [7.0X2 

Ici 


29 


li.,x,). 


A  = 


1,  1,  \ 
n  A,,  o 
X,        G         G 


i: 


représente  une  droite  triple,  d'espèce  (A). 

Dans  chacun  des  deux  types  (VI)  et  (VII)  les  mineurs  de  A  s'annu- 
lent tous  «pour  X^  =  o.  Il  existe  donc  dans  le  réseau  une  infinité  de 
formes  monômes. 

65.   Quatrième  cas  :  A  admet  en  facAeur  une  dioite  d'espèce  (B). 

Ce  cas  ne  diffère  du  précédent  c{ue  par  l'échange  des  deux  systèmes 

de  variables  u.  et  x.  Cet  échange  nous  fournira  deux  nouveaux  types  : 

(VIII  )  X|  [x,  .r,  +  XoiJ-i  ^2  -i-  X3([Xo./.\ -h  [7.337.,), 

(IX)  A,  [J.^X^  -+-  Xoj^., ./•.,+  X.,([A,X'3  -I-  [/.o.i-o  4-  [J-^X ^  ). 

Dans  le  premier,  A  sera  formé  d'une  droite  double  d'espèce  (B)  et 
d'une  droite  simple  d'espèce  (E).  Dans  le  dernier,  A  sera  une  droite 
triple . 

Chacun  de  ces  deux  réseaux  contiendra  d'ailleurs  une  infinité  de 
formes  monômes. 

6i.  Cinquième  cas  :  A  est  décomposable ;  son  facteur  lincaii-e  le 
plus  simple  est  d'espèce  (  C). 

La  droite  X^  aura  ici  pour  faisceau 


Soit 


F  z=  X,  [Ji|  ./'i  -H  Xo  [v.o.'-fj  =  X,  ç,  +  Xo o.,. 


la  troisième  i'oi'inc  gériéraliire  du  réseau.  Pour  la  siujplilier,  nous  dis- 
posons (ii's  i)|)t''ialious  sui\anl('s  (|ui  laissent  I*'  iiiallcré  : 


1°  Changement  de  O;, 


-  /Ci,  —  «cp. 
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2°  Changement  arbitraire  des  variables  ^'3,  [Ji^  ; 
3°  Echange  des  indices  i  et  2; 

4°  Remplacement  de  p.,,  a-,,  À,,  A.  par  /,[x,,  «,.r,,  — —,  ^-;  /,,  ;/, 

étant  des  facteurs  de  proportioimalilé  arbitraii-es. 

65.  Supposons  en  premier  lieu  a^^^o.  On  réduira  a.^^  à  l'unité, 
«13,  «23,  «3  1,  «32  à  zéro  (opération  a),  puis  a,,,  a^.j  à  zéro  (opéra- 
tion i). 

Enfin,  par  l'opération  (4),  on  réduira  à  l'unité  ceux  des  coefficients 
restants,  a^.,,  a^,,  qui  ne  sont  pas  nuls.  Comme  on  peut  d'ailleurs 
échanger  a,.,  avec  a^,  (opération  3),  on  n'aura  que  trois  cas  à 
distinguer  : 

i"  a,.2^  a.2,  =  ï,  d'où  le  type 

(X)  1,  ^,x,  -+-  À^ty-aX-j  +  X3([J.,a?2+  ii..,x,  -+-  [X3X3). 
Ici 

est  formé  d'une  droite  et  d'une  conique  qui  se  coupent;  X,,  Xj  sont  les 
tangentes  en  leurs  points  d'intersection. 

Le  réseau  contient  deux  formes  monômes. 

2°  a,2=  I,  a^,  =  o.  On  a  le  type 

(XI)  ^iP-l^l  -i-X2lJ.2.X-2  +  ^3([^(*"2+   1^3^3)5 

A  =  X, A2X3 

est  formé  de  trois  droites  non  concourantes  X,,  Xo,  X3,  d'espèces  (E), 
(G),  (C)  respectivement. 

Il  y  a  deux  formes  monômes. 

3°  a, 2=  a.,,  =  o.  On  a  le  type 

(XII)  X,  (ji.,x-|  +  Xji^.ra  +  ^3  [^3'^-'3) 

A  =  x,xa3. 

Les  droites  X,,  Xj,  X,  sont  toutes  les  trois  de  l'espèce  (C). 
Il  y  a  trois  formes  monômes. 
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66.  Supposons  maintenant  033  =  0;  Zi^  devant  contenir  1X3  et  a'3, 
ni  a-i,  et  «32,  ni  a,3  et  a^^  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  Donc  l'un  au 
moins  des  quatre  produits  0,303,,  «,3030,  03,033,  «32«23  sera  ^o;  et, 
comme  on  peut  permuter  les  indices  i  et  2,  il  est  permis  d'admettre 
qu'on  ait 

0,303, >0  ou  «,3«32<0, 


d'où  0,3^0  dans  tous  les  cas,  et  O3,  ou  03,^0. 

Si  o,3  et  O3,  sont  tous  deux  ^o,  on  les  réduira  à  l'unité,  et  o,,,  0,2, 
Oo,  à  zéro  (opération  2);  on  annulera  également  0,3  (opération  i). 
Enfin  on  réduira  à  l'unité  ceux  des  deux  coefficients  restants  0,3»  «32 
qui  ne  sont  pas  nuls  (opération  /(). 

On  obtient  ainsi  quatre  types,  représentés  par  la  formule 

(XIII  à  XVI)  À,  [j.,  j;,H-  'k.,[j.2Xo-\-A.f[u.,X3^  a.,3^jX\-h  [J-i{j',  -+-  ci^.,.i:.,)] 
et  correspondant  aux  quatre  systèmes  de  valeurs  o,,  =  0,1,  a.f.y  =  o,  i . 
1,  o  A3 

A^     o         Ào        a-j.jA^     ^  — ''^3(^2  +  f'23f'32^i) 

3        O23X3  o 

sera  le  produit  de  la  droite  double  Àj,  d'espèce  (C),  et  d'une  droite 
simple.  Celle-ci  sera  : 


D'espèce  (1),  si. 
»  (G),  si. 
«  (E),  si. 
»        (D),  si. 


«23  ~  «32  =  ' 
«23=0,  «32=1 

a^j  =  I ,  «32  =:  o 

«23=  «32=^0 


Chacun  de  ces  quatre  réseaux  contient  deux  formes  monômes. 
Le  cas  où  «,3^3,  serait  nul,  mais  «23032^0,  se  ramènerait  au  précé- 
dent par  rechange  des  indices  i  et  2. 

67.  Ileste  à  discuter  le  cas  où  «,3(7.3,  =  «23 «32  =  o.  L'un  au  moins 
d(;s  produits  0,3030,  a.,.,a.f,  sera  ^o;  et,  comme  on  peut  échanger  les 
indices  i  et  2,  il  est  permis  de  supposer  0,3032^0. 

On  aura  dès  lors  O3,  :i=  O23  =  o.  On  pourra  l'i'duire  o, ,,   a.,.j  à  zéro 
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])ar  ropération  i,  a^.,  également  par  le  changement  de  la  variable  a^. 
Enfin,  par  l'opération  4,  on  réduira  à  l'unité  les  coefficients  a, 3,  a,.,, 
et  aussi  le  coefficient  a^^,  si  ce  dernier  n'est  pas  nul. 
Si  «21  =1)  on  aura  obtenu  le  type 

(XVII)  À,  \x^Xt  +  Xo  [AoXj  +  A3([J.,X3  +  u..,Xf  -t-  [J.3X0), 

où  A  =  X3  est  une  droite  triple  d'espèce  (C). 
Ce  réseau  contient  deux  formes  monômes. 
Si  «2,  =  o,  on  aura  le  type 

(XVIII)  A,L«.|.r,  ->r\.,[X.,X.,  +  X3([JL|  .'C3 -h  a3.r0). 

Ici  A  est  identiquement  nul. 

68.    Sixième   cas   :   A  est  décoiiiposable ;  son  facteur  linéaire   le 
plus  simple  est  de  l'espèce  (D). 
Le  faisceau  de  X3  sera 

F  =  X,([i.,  j;,  +  (J-o-z-o)  -+-  A.fJioJ;,. 
On  dispose,  pour  simplifier  l'expression  de 

des  opérations  suivantes,  qui  laissent  F  inaltéré  : 
1°  Changement  de  (p3  en  cpj —  ^tp,  —  uo.,  ; 
2°   Changement  arbitraire  des  variables  [j.3,  .^3  ; 
3°  Changement  de  p.,,  Ao  en  [j.,  —  /u..,  A,  +  /A,  ; 
4"   Changement  de  Xo,  Ao  en  x.,  —  /x,,  Ao  -f-  TA,  ; 

5°  Changement  de  p.,,  .r^;,  X,,  \^  en  /,ut.,,  «^a'^.,  —^^  7~^'  ^^^  ^^'^" 
tcurs  /,,  w,  étant  liés  par  la  relation  ?,  //,  =  t.^u.,. 

()î).   Supposons  d'abord  «33  jjo. 

i*ar  l'opération  2  on  réduira  «,3,  r/03,  «3,,  «3,,  «33  à  o,  o,  0,0,  1  ; 
puis  on  annulera  (^/|  I ,  a^,  par  ropéralion  i. 

Cela  posé,  si  a^.j.  n'est  pas  nul,  on  pourra  le  rendre  égal  à  i  (opé- 
ration 4)>  puis  annuler  a^o  par  l'opération  3.  On  aura  ainsi  le  type 
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réduit 

(XIX)  l;([x,x,-+-  ii..,x,)  -^'k.,ii..,x,-h\(li.,J^--,+  jJ--,^,), 

où  la  cubique 

est  formée  de  la  droite  X^  et  d'une  conique  tangente. 

Si  a, 2  =  o,  mais  f/.2<o,  on  pourra  le  rendre  égal  à  l'unité,  et  l'on 
obtiendra  le  type 

(XX)  >^,([JL,"f,  +  [J-.JC.,)  -I- A,u.o.r,  -f-X3([j.,.)7,  -+-1x^X3). 

Ici  la  cu])ique 

A  =  1,1,(1,  +  !,) 

est  formée  de  trois  droites  concourantes 

1,,  d'espèce  (D), 

1,,  d'espèce  (G), 

X3-1-X1,  d'espèce  (E). 

Kesternil  l'hypothèse  a,.,  =  a,.,  =  0;  mais  elle  doit  être  rejetée  ;  car 
le  réseau  contiendrait  la  droite  1,,  dont  le  faisceau,  se  réduisant  à 
l.,lj..,x,  -f-  "AafXg^s,  serait  d'espèce  (G);  1,  ne  serait  donc  pas  le  facteur 
le  plus  simple  de  A. 

70.   Passons  au  cas  où  a,,  =  o. 

Si  ai:)<o>  on  pourra  annuler  a.,  (opération  3);  puis  rendre  a,, 
égal  à  I,  a,.,  égal  à  o,  et  a,,  égal  à  «.^  (opération  2);  faire  disparaître 
ensuite  a,,,  a.,.,  a.,  (opération  i). 

Gela  posé,  si  c/.,,,  n'er.t  pas  mil,  on  |)()urra  le  rendre  égal  à  i,[tuis 
iiunulcr  a,,  (opérations  2  et  /\).  On  obtient  ainsi  le  type 

(XXI)        A,  (a,  .'■,  +  [x-.x.,)  +  l.,[J-2X,  -+-  l:,('J.,x,  -h  iJ.;,.r.,), 

où 

1  =  }.;!, 

Journ.  de  Math.  (G*  série),  loinc  III.  —   Kasc.  I,  kj»;.  3 
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est  formé  d'une  droite  double  X3  d'espèce  (  t))  et  d'une  droite  simple  À, 
d'espèce  (I). 

Si  «32  est  nul,  a.,,  ne  le  sera  pas,  car  o^  doit  contenir  [Ji.,.  Par  l'opé- 
ration 5  on  le  rendra  égal  à  i,  ce  qui  donne  le  type 

(XXII)  X,([j.,.r,  +  1>-2X.,)  ■+-  X^iJ-jX,  +'kg(iX3X,  -+■  [J.,a:., ). 
Ici 

A  =  — x;;à, 

est  formé  delà  droite  doublera,  d'espèce  (D),  et  de  la  droite  simple  A,, 
d'espèce  (E). 

71.  Reste  le  cas  où  «33  =  a,3  =  o. 

Comme  Çg  doit  contenir  x^,  «03  ne  sera  pas  nul. 

Si  l'on  a  également  «30  <  o,  on  pourra  annuler  c/j,  par  l'opération  4; 
puis  parle  changement  de  (jLj  réduire  a,,  à  zéro;  par  celui  de  x.j  ré- 
duire «21,  «22  à  o,  a,,;  puis  par  l'opération  i  faire  disparaître  les 
termes  multipliés  par  a,,.  Enfin,  par  l'opération  5  on  réduira  à  l'unité 
les  seuls  coefficients  restants  «,3,  «32- 

On  aura  ainsi  le  type 

(XXIII)  A,  ([JL,.r,  -H  [J-oX-,)  -+-  k^l^-^x,  +  'k^d-J-i-r^  -+-  p-sa;,). 

A  =  -A;X, 

représentera  ici  une  droite  double,  d'espèce  (D),  et  une  droite  simple, 
d'espèce  (G). 

Enfin,  si  «32  est  nul,  a,,  ne  le  sera  pas,  car  cp,  doit  contenir  [i.3.  Par 
le  changement  de  [y.3  etde  x^  on  pourra  annulera,,,  aj,,  a.o.  Par  l'opé- 
ration 5  on  rendra  ^23,  a^,  égaux  à  i,  ainsi  que  a,o,  si  ce  dernier  coef- 
ficient n'est  pas  nul. 

(Jn  aura,  pour  «,,  =  i  >  h'  type 

(X\1V)     X,(u.,x,-l-  iJ.^j:.,)-+-\^ii.^.c,-h\^(iJ.,x„-h  \J..,x.j-+-  [J.3.r,). 

Ici 

A  =  -A^ 

représente  une  droite  triple,  d'espèce  D. 
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Enfin,  pour  a,.,  =  o,  on  a  le  type 

(XXV)  A|([J.,.r,  4-  u..^X.^  )  +  Xal^o-r,  +  'A^(ij..,X^  -+-  U-aX',), 

où  A  est  identiquement  nul. 

72.  Remarque.  —  On  vérifie  aisément  que,  pour  les  réseaux  (XIX) 
à  (XXV)  que  fournit  l'étude  du  sixième  cas,  les  mineurs  de  A  ne 
peuvent  s'annuler  à  la  fois  que  pour  X,  :=  X3  =  o.  Ils  ne  contiennent 
donc  qu'une  forme  monôme.  Ce  caractère  invariant  les  sépare  des 
réseaux  (VI)  à  (XVIII),  qui  en  contiennent  au  moins  deux. 

75.  Septième  cas  :  A  est  décoinposable ;  son  fadeur  linéaire  le 
plus  simple  est  de  l'espèce  (E).  —  On  a  ici 

F  =  A,  [j.,  x^  -+-  A2(u.^:<;|  H-  u-^x-^). 

On  peut  simplifier  O3  par  les  opérations  suivantes,  qui  n'altèrent 
pas  F  : 

1°  Changement  de  «p,  en  1^3  —  <o,  —  «So; 

2°  Changement  de  la  variable  x^  ; 

3"  Changement  de  u..,,  x..  en  a^  —  tu.^,  x.,  -+-  tx,  ; 

4"  Changement  de  [j..,,  A,  en  u..^  —  /[j.,,  A,  -h  lA.,: 

5°   Changement  de  u.,,  .r,,  A,,  X,  en  t.u.,,  u,x,,  —^,  —^, 

les  /,  u  étant  liés  par  la  seule  relation  t.,u^  =  t^u.,. 
Soit 

Toutes  les  opérations  précédentes  laissent  le  coefficient  cr^.!  inva- 
riable ou  le  multiplient  par  un  facteur  arbitraire  autre  que  zéro.  Nous 
aurons  donc  à  discuter  les  deux  hypothèses  distinctes 


7-i.   Première  liypollièse  ;  a.,^  =  i .  —  (  )n  pourra  annuler  r/33  et  a,., 
(opérations  ,'j  et  '\);  puis  amiuli'r  a^.,  et  rendre  a.^,  égal  à  «3.  (opéra- 
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lion  2);  cela  fait,  lopéralion  i  pourra  faire  disparaître  a,,,  «ju  '^sai 
enfin,  par  ropéralion  5  on  rendra  égaux  à  i  ceux  des  coefficients  res- 
tants a, 2,  «3,  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Ils  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois;  car,  Sj  se  réduisant  à  a^  x.j, 
A  contiendrait  en  facteur  la  droite  'A.,,  dont  le  faisceau 

A,  u.,Xf  +■  A,fU..2X.j 

est  de  l'espèce  D;  elle  serait  donc  plus  simple  cjue  X,. 
Restent  les  trois  solutions 

a, ,  =  03,  =  ];  a, 0  =  0,  «3,  =  1;  <:/,,=  I,  «3,  =  o. 

La  première  donne  le  réseau 

(XXVI)  À,  [j;.,.r,  +  "A^^ij-oX,  -+-  l^-sX.^)  +  A.i(j.,x.j  -+-  u.^ ^.v,  +  u..,./-,), 

où 

A  =  À3(A^- A,^^) 

représente  une  droite  et  une  conique  qui  se  coupent. 
La  deuxième,  le  réseau 

(XXVII)  A,U.,X,-{-''A.,{l'-i^t-^  1^3^-2)  -i-'^3(lJ-iX:,+  [J-jX,). 

A  =  -À,A,A3 

y  représente  trois  droites  non  concourantes  X,,  X^,  X3,  res[)eclivement 
d'espèces  (H),  (E),  (E). 
La  dernière,  le  réseau 

(XXVIII)  X|  IJ.,  X,   -h  X2([X2.X',   +    [J^3.2%)  +  ^3  (M-I  ■■'^■-  -t-   l^^'''-.))- 

Ici  encore 

A  =  -x,xa3 

sera  le  produit  de  Inns  droites  non  concourantes;  mais  elles  seront 
des  espèces  (I),  (G),  (E). 
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16.  Deuxième  hypothèse  :  a.,3—  o.  —I.   Supposons  d'abord 


a.^^o,  a,,^o. 


On  annulera  a,,  cL  Ton  rendra  a^.,  ég;d  à  a.,  par  le  changenienl  de 
la  variable  .1-3;  puis  par  l'opération  i  on  fera  disparaître  a,,,  a.,,,  a^.,. 

i"^  Si  maintenant  a.,.2^u,  on  fera  disparaître  0,2  par  l'opération  4; 
enfin  l'on  rendra  «.,3,  «33,  a,,  égaux  à  i  (opération  5).  Et  l'on  aura 
le  type  réduit 

(XXIX)  A,'J.,x,  -+-  A,;(a.x,  +  [i.3X-.)  -l-X3([x,a;3+  a.,x.,-h  0-3X3), 
où 

A  =  X3(A,A3  -  k':) 

représente  une  droite  et  une  conique  tangentes. 

2°  Si  «22  est  nul,  a,o  ne  pourra  l'être;  car  la  droite  'X2  aurait  pour 
faisceau 

A,  UiX',  +  X3(a,3[i.,x'3  +  a.y,a.fX\) 

qui  est  évidemment  réductible  à  l'espèce  (C).  Ce  serait  donc  un  divi- 
seur de  A,  plus  simple  que  'A3. 

Cela  posé,  on  pourra  réduire  0,3,  «33,  f/,.  à  l'unité,  ce  qui  donne  le 
type 

(XXX)  X,  a,  ./•,  -+-  Ao(a2-r,  +  [J.:,x._,)  -+-  AsCjA,  -i:.,  ■+-  [J.,  X3  -+-  u.3.f3  ), 


A^X,)^!;^.- A3) 

représente  trois  droites  concourantes,  d'espèces  (E),  (G),  (E). 

(En  effet,  considérons  la  droite  X^  —  X3  par  exemple.  Son  faisci'uu 
sera 

A,  [x, ./;,  +  A2 1  [t.., .*•,  +  ( [J.,  -(-  [J.,,  )  (.x'2  -+■  x^)] 

et  se  ramène  immédiatement  à  \\  eu  cliangeant  [x.,,  x.^  en  (i.;,  —  [J.,, 

76.   II.   Supposons  en  second  lieu  r/,3-'o,  «33  =  0.  Ou  poiura,  en 
changeant  la  variabb;  ./;3,  réduire  r/,,,  a^..^  r/,,  à  o,  o,  1. 
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1°  Cela  posé,  si  a22<o,  on  rendra  «o,  égal  à  a^.,  (opération  3);  puis 
on  fera  disparaître  ces  coefficients  (opération  i).  Enlin,  par  l'opéra- 
tion 5,  on  réduira  à  l'unité  a,,,  et  aussi  a,,,  si  ce  dernier  coefficient 
n'est  pas  nul. 

Si  a;, ,  ^  I,  on  aura  le  type 

(XXXI)       A,  [X|  .r,  -I-  'A.j(ii.^.r,  +  [J-.,.i:.;)  -+-  X.,([j.|  ./:.,  -f-  (J-jX'o  -1-  a^-r,  ). 

A  =  'k.^(Xz  —  A'^)  représente  encore  trois  droites  concourantes. 

La  première  est  de  l'espèce  (E)  et  les  deux  autres  de  l'espèce  (G). 
Considérons,  en  effet,  l'une  des  deux  autres,  'k.2±  X^.  Son  faisceau 

X,  tx,r,  +  Ao  [[J-o.i'i  +  u-s^-'o  zjz  (u.,./;.,  +  u..,.c.^  -+-  u.,j;,)J 

dépend  seulement  des  cinq  variables 

u.,,      u..,z:ii  u..f,     .r,,     x.,,     x.^. 

D'ailleurs,  il  contient  une  forme  monôme  [t-iX^.  Il  est  donc  de  l'es- 
pèce (C). 

Si  f/31  =  0,  on  a  le  type 

(XXXII  )       X ,  a ,  X- 1  -)-  X^  (  rx^  .r  I  -i-  U..J  X.,  )  -h  X.,  (  [jl ,  j;.,  -f-  [J.  2 ■^'2) • 

A  =  X'.Xj  est  le  produit  de  la  droite  simple  X,  d'esjièce  (  E)  par  la  droite 
double  X2.  Celle-ci  est  d'espèce  (G),  car  son  faisceau  dépend  des  cinq 
variables  [x,,  ^j.^,  ,/■,,  x.,,  .r.,  et  contient  la  forme  monôme  y.,  x,. 

2"  Si  a.,o  est  nul  {a^.,,  a,.,,  a,,,  a.,3,  a.^^  étant  déjà  réduits  à  i,  o, 
o,  o,  o),  on  pourra,  par  l'opération  i,  annuler  a.,,-,  puis,  sia^n  n'est  pas 
nul,  annuler  a^^  (opération  3);  enfin,  réduire  a.^^  à  l'unité  (opéra- 
tion .)).  On  aurait  alors  le  réseau 

X,  U.,  .r,  -(-  A^(u..^X^  -+-  U.:,X.)  -f-  X3(u.|  X.^  -+-  [).:,X„) 
OÙ 

A=X3X2(X3-hX2). 

Mais  ce  cas  est  à  rejeter,  car  la  droite  X.,  -+-  X.,  dont  le  faisceau 
X I  [JL I ./; I  ^-  X.j  (  [JL,  X I  —  [X I  .r.,  ) 
ne  dépend  (pie  de  quatre  variables,  serait  plus  siuqjle  ([ue  la  droite  X.,. 


RÉDUCTION    d'un     RESEAU     DE     FORMES    QUADRATIQUES.  89 

S  «32  était  nul,  Çj  se  réduisant  à  ja,x.|  +  f/,, ,  ;J^:,.r,,  le  faisceau  de  \., 

>V|  [j-,  X,  +  X3([j.|  a:.,  +  «;,  I  (J.;,.*-,  ) 

ne  dépendant  que  de  quatre  variables  au  plus,  A  admettrait  un  facteur 
linéaire  X^  plus  simple  que  X^.  Ce  cas  est  donc  encore  à  rejeter. 

77.  III.  Supposons,  enfin,  a,^^  o  (avec  a^j  =  o).  La  forme  ipj  de- 
vant contenir  r^,  «33  sera  ^o.  En  changeant  la  variable  x^,  on  pourra 
le  ramener  à  Tunité,  annuler  a.,,  et  rendre  a^.,  égal  à  Oo,;  puis,  par 
Topération  i,  faire  disparaître  a,,,  a,,,  «30;  93  sera  ainsi  ramené  à  la 
forme 

a I ^, a ,x.,-\-  f/ o 2 [V-o a'o  +  UL3 .ï^ . 

Les  coefficients  a,,,  «22  ne  peuvent  être  nuls  tous  deux;  car  la 
droite  A^,  dont  le  faisceau  se  réduirait  à 

A,  [/.,./•,  +  A3  [J.3X-3 

et  ne  contiendrait  que  quatre  variables,  serait  un  facteur  de  A  plus 
simple  (jue  A3. 

D'autre  part,  sia.,.2^0,  l'opération  4  permet  d'annuler  a,^.  Donc, 
un  seul  des  deux  coefficients  a,.,,  a.,.,  différera  de  zéro.  L'opération  5 
permettra  de  le  rendre  égal  à  l'unité.  Faisant  donc  successivement 
a,2  =  o,  «22  :=  I  et  0,2  =  I,  «22  =  o?  nous  obtiendrons  les  deux  types 

(XXXIII)  X,  [JL,  X,  +  X2([i.2  J;,  +  U-sX.,)  -h  'k^(^.,X.,  -h  U-^^X^), 

(XXXIV)  X,  U.,X,  +  'k.^ÇlJ.^X,  -+-  [f-sX.,)  -+-  X3(u.,.i.'2  +  U-aXa). 

Dans  le  premier,  A  =  — ^X,X^.  Le  facteur  double  X3  est  de  l'es- 
pèce (E)  et  le  facteur  simple  X,  de  l'espèce  (H). 

Dans  le  second,  A  =  —  XoX,;  X3  sera  encore  de  l'espèce  (E);  mais 
le  facteur  simple  Xj  sera  de  l'espèce  (G). 

7S.  Huitième  cas  :  A  est  dècomposable;  son  facteur  linéaire 
le  plus  simple  est  de  l'espèce  (F).  —  Le  faisceau  F  de  X3  est  ici  de  la 
forme 

X,([x,,r, -H  f;.2.r2)  +  \{\J..,x,  4-  \x.,x.,). 
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Il  reste  inaltéré  par  les  opérations  suivantes,  dont  on  pourra  se 
servir  pour  siuiplilier  l'expression  de  ^^  : 
1°  Changement  de  cp^  en  cp,  —  if,  —  uo.,-, 
2°  Changement  de  la  variable  x-g  ; 
3°  Echange  de  A,,  ^,,  x,  et  de  Aj»  l^si  ^'iï 
4°  Changement  de  À,,  uio,  x,,  [x,  en  A,  +  <A^,  ij.^  —  /ij.,,  .r,  +  /.rj, 

5°  Changement  de  [j.,,  X/,  X,,  Xj  en  i,[x,-,  m,x,,,  — ^,  — ^,  les  fac- 
teurs  (j,  Ui  étant  liés  par  les  relations 


t,  U,  =  /oM.^, 


/.,«, 


Z,  ;/o. 


Les  opérations  3  et  4?  combinées  entre  elles,  permettent  d'efrectuer 
sur  X,,  X,  une  substitution  linéaire  quelconque  (à  condition  d'en 
détruire  l'effet  par  des  substitutions  correspondantes  effectuées  sur  les 
variables  [t.  et  x).  Cela  revient  à  déplacer  à  volonté  sur  la  droite  X, 
les  sommets  (X,X.,  )  et  (X^X,)  du  triangle  de  référence.  Au  lieu  d'exé- 
cuter sur  (pj  ces  substitutions  assez  complexes,  il  sera  préférable  de  se 
donner  a  priori  autant  que  possible  la  position  de  ces  deux  sommets, 
et  de  voir,  d'après  leur  situation  relativement  à  la  cubique  A,  les  con- 
ditions qui  en  résultent  pour  la  fonction 


93  =  ]^«M^- 


X'/j. 


On  a 


«(iXg  +  X,     a^iX^  +  Xo     «31X3 

f/,.,X.,  0.0X3   +  X,  rt3./A3+Xo 


A. 


«,,3X3 


a,.  A, 


=  '^îi'^t'.ii''^  +  '«isX,  Xo  H-  a, 3 Xi;  +  ...). 


Le  facteur  entre  parenthèses  représente  une  conique  cjui  peut  être 
décomposable,  mais  n'est  pas  identiquement  nulle,  et  ne  contient  pas  X3 
en  facteur;  car,  x^  devant  figurer  dans  cpj,  «,3,  a.,^,  «33  ne  sont  pas 
tous  nuls. 

Cette  conique  rencontre  X3  en  deux  points  :  s'ils  sont  séparés,  on 
les  choisira  comme  sommets  du  triangle  de  référence;  on  aura,  dans 
ce  cas,  a,  3  =  «33  =  o,  et  l'on  pourra  supposer  023  =  1. 
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S'ils  se  réunissent  en  un  seul,  on  le  prendra  pour  le  sommet  (XiX,), 
laissant  l'autre  sommet  indéterminé  provisoirement.  On  aura,  dans 
ce  cas,  a, ,  =  a^,  =  o,  a^^  =  i . 

Discutons  successivement  ces  deux  hypothèses. 

79.  Première  hypothèse  :  a, 3  =  «33  =  o,  «^3  =  i.  —  Par  le  chan- 
gement de  X3,  on  rendra  a^^  et  a^,  respectivement  égaux  à  a,,,  «232; 
puis,  par  le  changement  de  ç,,  on  fera  disparaître  ces  quatre  coef- 
ficients. Enfin,  par  l'opération  5,  on  rendra  Oj,,  a,.,  égaux  à  o  ou  à  i. 

Pour  aj,  =  a,2  =  I,  on  aura  le  type 


(XXXV) 


+  \^(^,X.^  -+-  [X.^Xj  -+-  [JI3X,). 

A  =  X,(X^-X.X.) 


représentera  une  droite  et  une  conique  qui  se  coupent. 
Pour  03,  =  o,  a, 2  =  I,  on  aura  le  réseau 

(XXXVI)  X,([i.,x-,  -f-  [J-2X„)  -+-  A..(ij..,x,  -f-  J-jX.^  -h  A,(ij.,X2-h  ,^.0X3). 

A  =  —  X,X.X3 

représentera  trois  droites  non  concourantes,  d'espèces  (I),  (H),  (F) 
respectivement. 

Le  cas  où  a.^,  =  i,  a,.=  ()  se  ramène  au  précédent  par  Topé- 
ration   3. 

Enfin,  pour  «3,  =  a,.,^  o,  on  aura  le  type 

(XXXVII)  X,(u.,i-,  -I-  a^x.,)  -i-  'k.,(iJ..,x,  -+-  [J.3X.,)  -h  A,,u..,X3, 

où 

A  =  — X,X,X3 

représente  trois  di-oiles  non  coiicouniates  et  d'espèc(;s  ((1  ),  (('•),  (F). 

80.  Deuxièitu;  hypothèse  :  a,,  =  a.,.,  =  o,  «3 ,  =  1 .  —  Par  le  chan- 
gemenlde  x.j,  on  annulera  «3,  et  l'on  rendra  a,^.^  égal  à  <i^,  ;  puis,  par 
le  changemenl  de  f^,  on  fera  disparaître  a,,,  «.,,,  «3^. 

Journ.  de  Maih.  (6"  série),  tiime  111.  —  Kasr-.  1,   iiju-.  l> 


4^  C.    JORDAN. 

Si  maintenant  Oj,  n'est  pas  nul,  on  fera  disparaître  a, 2  pat'  l'opéra- 
tion 4;  enfin,  on  rendra  a.,.,  égal  à  i  par  l'opération  5,  et  l'on  aura 
ainsi  le  réseau 


(XXXVIII) 

où 


A=X3À,(X,  +  X3) 


représente  trois  droites  concourantes,  d'espèces  (F),  (Hj,  (I)  respec- 
tivement. 

Si  Oj,  =  o,  mais  a,o<o,  on  pourra  le  rendre  égal  à  i  par  l'opéra- 
tion 5,  et  Ion  aura 


(XXXIX) 


A,(uL,a,',  -f-  u-^.Xj)  4-  X^(uL^;r,  4-  [i-^x-,) 
+  A,,(a,.r, -f-  [i.;,x-,,). 

A  =  À3(A;-Xa,) 


représente  une  droite  et  une  conique  tangentes  entre  elles. 
Enfin,  si  a.^^  =  a^.^  =■  o,  on  aura  le  type 

(Xlj)  X,(u., x-,  -t-  [XoJsv)  -t-  A^(a^x'|  -I-  pi-aXo)  +  AjtJLjX'j. 

A  =  A;A3. 

La  droite  double  A,  est  d'espèce  (G  );  A.,  est  d'espèce  (F). 

81.  Neuvième  cas  :  A  esl  déconiposable;  son  fadeur  linéaire 
Le  plus  simple  est  de  l'espèce  (G)  ou  de  l'espèce  (H).  —  Les  fais- 
ceaux G,  H  ne  diffèrent  des  faisceaux  E,  F  que  par  l'échange  des 
deux  systèmes  de  variables  (x  et  x.  Les  types  cherchés  se  déduiront 
donc  immédiatement  des  types  XXYI  à  XL  par  cette  même  opé- 
ration. 

On  doit  toutefois  rejeter,  parmi  les  nouveaux  types  obtenus,  tous 
ceux  où  A  contiendrait  un  facteur  linéaire  de  l'une  des  espèces  (\i), 
(F)  plus  siMq)les  (pie  (G)  et  (H).  Ce  sont  ceux  que  l'on  pourrait 
déduire  de  ceux  des  types  X.VVI  à  XL  où  A  contient  un  facteur  de 
l'une  des  espèces  (G),  (H). 
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Il  ne  restera  ainsi  que  quatre  types  nouveaux,  déduits  resjn^rti- 
vement  des  types  XXVI,  XXIX,  XXXV,  XXXIX.  Ce  sont  les  sui- 
vants : 

(XLI)  À,  \^^,x^  +  'k^(  U.|X%  -I-  \i-,x^)  -+-  'K^(^\t..^J.\  -H  U-i-V.^  -+-  U-iX-j), 

(XLII)        X,  [J.,x-,  4-  Aol  \t.^x.,  -\-  \t..,x,)  +  A3([/.3X',  -I-  \t-nX.,  -\-  u-s^'s), 
j  X|  (  [l-^Xf  -+-  [J-^x.,^  -+-  ^^([J.,  X.,  -\-  [J.2^3) 
(  H-  A  :.  (  \>-i  ■•-  .  -^  [^;.  -^2  +  î^  1  -t-'s  ) , 

j  A,  ([A,x-,  +  [JLjXa)  +  A2(a,x\  +  U-2-C3) 
(  -f- A3(ij.._,J:.',  -•- W-.i^a). 


(XLIIIj 
(XLIV) 


La  cubique  A  s'y  décompose  en  une  droite  ^3  et  une  conique. 

La  droite  X3  est  de  l'espèce  (G)  dans  les  types  XLI  et  XLII;  de 
l'espèce  (H)  dans  les  deux  autres. 

Elle  coupe  la  conique  en  deux  points  distincts  dans  les  types  XLI 
et  XLIII;  elle  la  touche  dans  les  deux  autres. 

82.  Dixième  cas  :  A  est  dccomposable ;  mais  tous  ses  facteurs 
linéaires  sont  de  l'espèce  (I).  —  Soit  A3  l'un  de  ces  facteurs;  son 
faisceau  sera  réductible  à  la  forme 

F  =■  A,(u.|,C,  +  \>-:iXo)  4-  A^CfAo-f.'i  -t-  (JL3J73). 

Mais  la  discussion  sera  plus  claire  si,  en  changeant  r,,  .Xj,  .Xj  en  —./';,, 
Xi,  x^,  nous  lui  donnons  la  forme  équivalente 

F  ^  X,([JL3X',  —  ;J.|.i'3  )  +  Ao([X.,.r2  —  [X.,x.^). 

Cette  expression  reste  inaltérée  : 

I"  Si  l'on  opère  une  même  substitution  linéaire  sur  les  deux  sys- 
tèmes de  variables  [jl,,  pio  et ,/;,,  Xj,  et  sui'  X, ,  Xj  la  substitution  inverse 
de  celle-là  ; 

2°  Si  l'on  change  u.,,  [JI2,  x^,  x.,  en  iji, -+- /[i..,,  [Xo-t-^/ix,,  .v,~ht.i-,. 
x\  -h  ux,. 

Cela  posé,  considéi-ons  la  fonction  ^3.  Elle  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

V3   o    ~r~    Jv>^ 
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S  étant  symétrique  et  A.  alternée  par  rapport  aux  deux  systèmes  de 
variables  ix  et  x. 

S  sera  la  polaire  par  rapport  aux  a  d'une  forme  Q  quadratique 

Les  substitutions  i  et  2  permettent,  comme  Ton  sait,  de  réduire  2Q 
à  l'une  des  huit  expressions  suivantes  : 

2  .X*i  OCr,  H~-  JC..^        Q  ii!7j  J?2î        "^-ï  "1      2  vX'j  J!^^  )        X'.,  —H  -^3  j 

dont  les  polaires,  divisées  par  2,  seront  les  expressions  réduites  de  S. 
Quant  à  ^l,,  elle  sera  de  la  forme 

fl((ji.,.ro  —  [Ao.r,)  -I-  f'dt-sX,  —  iJ.,.r^)  -+-  ciu-^x^  —  JJ-o-Tj) 

et  le  changement  de  cp,  en  cp;,  —  /'9,  —  c-p,  la  réduira  à  son  premier 
terme 

Soient  respectivement  -S',  .%!  l'ensemble  des  termes  de  s  et  de  «^  qui 
contiennent  les  produits  de  [j;.,,  [J.o  par  x,,  x^\  si  le  déterminant  de  S' 
n'est  pas  nul,  a-  représentera  le  rapport  des  déterminants  de  X'  et 
de  S'.  C'est  donc  un  invariant  du  réseau.  On  pourra  seulement 
changer  le  signe  de  a  en  permutant  les  indices  i  et  2. 

Dans  tous  les  autres  cas,  en  multipliant  les  variables  X,  [x,  x  par  des 
facteurs  de  proportionnalité  convenables,  on  pourra  réduire  a  à  l'unité, 
s'il  n'est  pas  nul.  Si,  par  exemple,  » 

.      •  ■3.C^=x\-i-1X,X^, 

d'où 

il  suffira  de  ciiaager  pi.,  ix.,,  .r.j,  ^3,  A,,  Ao,  A,  en  a[Xo,  «"[x,,  a.rj,  a^Xj, 
—  ,  —,  —  ■   Si   2Q  ne  contient  pas  ic,   on  changera   ix,,  x^^  X,    en 

«^      rt-"      a-  ^ 

i^,^,aA,. 
a      a 


(XLV) 
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85.   Discutons  les  solutions  trouvées  ci-dessus  : 
Soit  zQ  ^^  2x,X2-\-  xl  :  on  obtiendra  le  type 

|X,(p.3.r,  —  IJ^i^l'a)  -i-'k^i^lJ.jX.,  —   [f-^Xj) 

-h'kjKi  -h  a)  it.,x.2-\-  (i  —  a)  u-^x,  -h  [Xjj;,  ]. 

A  =  X3[(a'  —  i)  —  2X,  Xo] 

se  composera  en  général  d'une  droite  X,,  d'espèce  (I)  et  d'une  conique 
qui  la  coupe. 

Si  a  :=  ±  I  (ces  deux  cas  se  ramènent  l'un  à  l'autre),  A  dégénère 
dans  le  produit  de  trois  droites  non  concourantes  X,,  X,,  X,.  La  droite  X, 
est  d'espèce  (I),  les  deux  autres  d'espèces  (F)  et(H).  Le  réseau  (XLV) 
doit  donc,  pour  cette  valeur  de  a-,  pouvoir  se  transformer  dans  le  ré- 
seau (XXXVI)  qui  est  le  seul,  parmi  ceux  précédemment  trouvés,  où 
A  se  décompose  en  trois  droites  non  concourantes  des  espèces  précitées. 

Effectivement,  soit,  pour  fixer  les  idées,  a  =  -h  i.  Le  réseau  XLV 
deviendra 

XiCp-s^;,  —  iJ.,x,)  -f-  Xo(fA3,r2  —  [t-^Xj)  -+-  'kj(2.afX.^-h  [^3X3], 

expression  qui  se  transforme  en  XXXVL  si  l'on  change 

X,,     X„,     X3,     p.,,     it.,,     [i.3,     a-,,     Xo,     X3 
en 

—  X3,     2X2,     X,, 


-2^3 


[^2 


Il  faudra  donc,  pour  éviter  un  double  emploi,  soit  introduire  la  con- 
dition a-^i  dans  la  définition  du  type  XLV,  soit  supprimer  cette 
condition,  mais  en  rayant  du  Tableau  le  type  XXXVl,  qui  ne  serait 
plus  qu'un  cas  particulier  de  XLV. 


(XLVI) 


84.  Soit  3Q  =  2x,x.,.  On  aura  le  réseau 

X,([X3X,  —  [/.a?,)  ■+■  l^di^Xi  —  [JL^a;,) 
■+-  \[(i  -+-  a)(Ji.,  .r^  -t-(i  —a)  fXjo;,  ]. 

o     (i— -a)X3     X, 

(l-t-<7)X,       o       X^      =  —   2X1X0X3 

—  X,     —  Xj     o 
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représentera  trois  droites  non  concourantes.  Leurs  faisceaux  dépendant 
en  général  de  toutes  les  variables  seront  de  Tespèce  (I). 

Il  y  aura  toutefois  dégénérescence  si  a^  ^  i .  Soit,  pour  fixer  les 
idées,  a  =  -i-  i .  Le  réseau  deviendra 

X,  (jj-j^;,  —   IJ.,  J?,)  -f-  ÀjCP-s-^î  ~   fAoX^)  +  X3  .  2L«.,X2. 

Le  faisceau  deX,,  ne  dépendant  que  des  cinq  variables  [jt.,,  [x,,  pi,, 
X2,  X3,  et  contenant  une  forme  monôme  sjjliXo,  sera  de  l'espèce  (E). 

Celui  de  Xo,  ne  dépendant  que  de  (x,,  [x,,  x,,  x^,  x-j  et  contenant 
cette  même  forme  monôme,  sera  de  l'espèce  (G).  Celui  de  X,  sera  tou- 
jours de  l'espèce  (I). 

Le  réseau  particulier  que  nous  considérons  doit  donc  être  équivalent 
au  type  XXVIII  qui,  seul  parmi  les  précédents,  jouit  des  propriétés 
ci-dessus.  Effectivement,  si  nous  remplaçons 

X,,     X2,     X3,      [j.,,      [Xj,      fx,,     Xf,     X2,     Xj 
par 

'■S'  '•2'         ■?       I  '  !^l'  !^3'  (^2ï  '^3)  "^l!  -^2 

l'expression  précédente  se  transforme  dans  l'expression  XXVIII. 

Il  faudra  donc  introduire  encore  la  condition  a-^  i  dans  la  définition 
du  type  XLVI,  ou,  si  l'on  veut  supprimer  cette  restriction,  rayer  du  Ta- 
bleau le  type  XXVIII,  qui  ne  serait  plus  qu'un  cas  particulier  de  XLVI. 

83.  Revenons  au  cas  général,  où  a^^i.  La  cubique  A  se  décompo- 
sant en  trois  droites  de  même  espèce,  on  pourra  choisir  arbitrairement 
parmi  elles  celle  que  l'on  prendra  pour  X,. 

Dans  quelle  mesure  la  valeur  de  l'invariant  dépend-elle  de  ce  choix? 

i"  Nous  avons  vu  que  l'expression  XLVI  ne  change  pas  si  l'on  per- 
mute les  indices  1  et  2,  en  changeant  le  signe  de  a.  Cet  invariant  ne 
fait  donc  que  changer  de  signe  si  l'on  permute  les  droites  X,,  X^. 

2°  Permutons  maintenant  X^  et  X3.  Le  réseau  deviendra 

X, ( i).,x,  —  |X, .x-.t)  -+-  X., \(i  -h  (I  )  [X, .!■..  +  ( r  —  a )  |x..r, ] 

-hA^^u-jX.,  -  ix.x',). 
Changeons 

tX,,        1^2^        !-^:n        ^i^        "^'lii        '^'sî        ^:t 
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a  -'  I 


-[^. 


—  a;,,      (a-  —  i)  A,. 


Cette  expression  sera  changée  en 

A,  (  1/1.3 X',  —  a,  x',  j -h  A^(u.,, ./\, —  ^.,x.,) 

-+-  À.|  [(i  —  a)  u.|.r.  -h  (i  -h  a)  u..j.i\  \ 

et  Ton  voit  que  l'invariant,  ici  encore,  a  simplement  changé  de  signe. 
86.   Soit 

2Q  :=  Xl  -+-  IX,  X3  ; 

on  aura 

93  ^=  [JLoXj  +  p., x'.,  -I-  [Ji-jX,  +  a ( pL,  x"2  —  li-«Xt ), 

a  étant  égal  à  i  ou  à  o. 

L'hypothèse  a  =  o  doit  être  rejetée,  car  la  droite  X,  —  X^,  ayant 
pour  faisceau 

A.,Ço4-X,((p,+(p3)  =  'k,(y..,x.,—  [X2X3)  +  X,([J.2X.  4-  atA^a;,) 

qui  ne  contient  pas  la  variable  [Ji,,   serait   un  facteur  de  A,  d'espèce 
plus  simple  que  (I). 

Posons  donc  a  ^  i  ;  nous  aurons  le  type 


(XLVII) 


\      A,([X3X-,    —     ll.,X^)    -I-    X2(lJ...,X-.  [f-J'V;,) 

I        -H  A.,  [  jj.,  (x;„  -1-  X-.,  )  +  [J-iix-.^  —  ./■,  )  +  [ji.,  X-,  ]. 

A.,  (A;—  a'  —  2A/A3) 


o  —  A.,      A3  -I-  A, 

A.,  A.,  A„ 

A.,  —  A,       —  A,  o 

représente  une  droite  et  une  coiiicpie  tangentes  entre  elles. 

87.  Dans  les  cas  qui  nous  reslcMil  à  examiner,  ()  ne  conlicnl  |]lus  la 
variable  x,,  et  a  doit  être  sup|)os(''  égal  à  o  ou  à  1.  Mais  lin  iiollièse 
a  =  o  doit  être  re jetée. 

l']ii  cil'rl,  les  variables  a,,  ./■,  ne  ngiireraienl  pas  dans  la  fonction  ç,, 
non   plus  (juc  dans  la  l'oncliou  'ÇJ.J,=^^t..^x., —  p-^Xj.   Le  faisceau  de  la 
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droite  X,   contenant  au  plus  quatre  variables,  cette  droite  serait  un 
facteur  de  A,  despèce  plus  simple  que  (I). 


(XLVIII) 


88.  Soit  2Q  =  xi; -f- j:,,  et  a  ^  I.  Nous  aurons  le  type 

\  A,(  U.3.C,  —  a,  x".|  )  -I-  A„(pt.3  j;^  —  ^.^x^^ 

'  -I-  \^Çli..,.t.,  ■+■  [J-s-JC^  -t-  [/.,  X'j  —  ji-jX',). 

O  —  X3        À, 

A,  A3        À.     =1,(1; -h  X;) 

—  A,        — •  Aj       A3 

représente  trois  droites  concourantes.  Toutes  trois  sont  de  l'espèce  (I). 

89.  Soit  2.Q  =  x'I,  a  =  i.  Nous  aurons  le  type 

(  X,((i.3X,  —  [A.Xj)  +  X„([j.,x-.— u.,a-3) 

f  -+-  X3(U.2X2  -t-   [JI.,Xo  IJ-oX,). 

A  =  X/A: 


(XLIX) 


se  décompose  en  une  droite  double  et  une  droite  simple,  toutes  deux 
d'espèce  (I). 

90.   Soit  2Q  ^  X2X3,  a  ^  I.  Nous  aurons  le  réseau 

+  X3((XjX3  -f-  u.3X'2+  lAoX,  —  a,Xo). 

o  —  X3  X, 

X3  o  X3  +  Xo     ^aX.Xj 

X,     X3  —  Xo  o 

est  encore  le  produit  d'une  droite  double  par  une  droite  simple,  toutes 
deux  d'espèce  (I). 

Mais  un  réseau  de  ce  genre  est  susceptible  de  doux  formes  réduites 
distinctes  suivant  (ju'on  prend  pour  X3  la  droite  simple,  comme  au 
numéro  précédent,  ou  la  droite  double,  comme  ici.  Une  de  ces  expres- 
sions doit  être  rejetée,  si  l'on  veut  éviter  nu  double  emploi.  Nous 
pouvons  donc  laisser  de  côté  ce  dernier  type. 
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91 .  Soit  2Q  =  x'I,  a  =  \ .  Nous  aurons  le  type 

(L)     ^.([JLja;,  — iJ.,x-a)-f-A,([/.3^.— [J-2.x-;,)+ A3(î^3.r3-f-[x,x-,,—  a.x-,). 

o  —  X3      A, 

A  =         A,  o         A.,     =  a! 

-  A,       -  A,      A., 

représentera  une  droite  triple. 

92.  Soit  enfin  Q  =  o,  a  =  i .  On  obtiendra  un  dernier  type 

(LI)     'k,(jj.3X,—  ii,X3)  -hA.,(iU3X.,—  iJ..,x-,)  -h\,([i.,x.,—  [J.2.Ï.-,), 

qui,  par  le  chane^ement  de  X,,  Ao  en  Xj,  —X,,  pourra  s'écrire  sous 
forme  de  déterminant 

"A,      u.,     X 

A^       tJ..,      X 
A.,      a  3      X 

A  sera  identiquement  nul  et  contiendra  toutes  les  droites  du  plan. 
Mais  elles  seront  toutes  de  l'espèce  (I).  Car,  si  l'une  d'elles  était  d'une 
espèce  plus  simple,  le  réseau  actuel  devrait  être  équivalent  à  l'un  des 
types  précédemment  trouvés  pour  lesquels  A  est  nul.  Ce  sont  les 
types  XVIII  et  XXV. 

Mais  le  réseau  XVIII  contient  deux  formes  monômes,  le  réseau  XW 
une  seule,  le  réseau  LI  aucune.  Ces  trois  types  sont  donc  nettement 
distincts. 

95.  Nous  donnons  ci-après  comme  résumé  le  Tableau  des  ,')  i  tyi)es 
que  nous  avons  formés  et  des  caractères  invariants  qui  les  distinguent. 

La  colonne  intitulée  :  Farlpiiis  de  A  demande  «jueUjues  cxplica- 
lions.  Le  symbole  A  représente  une  cubi(iue  indécomposable  :  (^)  dé- 
signe une  conique  indécomposable;  A,  B.  ...,  I  des  facteurs  linéaires 
correspondant  à  des  droites  d'espèce  A,  B,  . . . ,  l. 

Ainsi  A- G,  mis  dans  cette  colonne,  si^nilie  que  A  se  décompose  en 
une  (iioite  double  d'espèce  A  et  une  droite  simple  d'espèce  G; 
III  que  A  est  formé  de  trois  droites  distinctes  d'espèce  I;  etc. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  III.  —   Kasc.  1.  1907.  / 
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Sur  les  propriétés   qui,   pour  les  fonctions  d'une   variable 
hypercomplexe,    correspondent   à   la  nionogénéité  ; 

Par  m.  Léon  AUTOIVNE. 


Introduction. 

Une  quantité  ou  grandeur  hypercomplexe  x,  appartenant  à  un 
groupe  (e)  d'ordre  n,  est,  comme  on  sait,  une  expression 

X  ='^Z^Xi^  (P  =1,  2,  ...,/i). 

Les  x^  sont  des  nombres  ordinaires,  réels  ou  complexes.  Les  £»  sont 
des  symboles,  choisis  de  façon  que  le  produit  de  deux  quantités  quel- 
conques prises  dans  le  groupe  (e)  appartienne  encore  au  même  groupe. 

La  théorie  des  quantités  hypercomplexes  est  aujourd'hui  bien  con- 
nue, grâce  aux  recherches  de  Gauss,  puis  de  MM.  Poincaré,  Dedekind, 
Study,  etc.,  enfin,  plus  récemment,  de  MM.  Molien,  Cartan,  Frobe- 
nius. 

Ce  dernier  auteur,  dans  son  Mémoire  :  Théorie  dcr  liyperkoni- 
plexen  Grôssen  (Silzungsberichle  dû  l' Académie  de  Berlin,  pour 
avril  i<)o3)  a  adopté  une  méthode  d'exposition,  fondée  sur  la  pure 
Algèbre,  sans  aucune  intervention  des  groupes  de  f^ie.  Je  suivrai  la 
même  méthode,  me  conformant  à  la  terminologie  et  aux  notations  de 
M.  Frobenius. 
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Prenons  a  fonctions  Xa(a;,,  .  .  .,x„)  des  n  variables  rp, 
(a,  (3  =  1,2,  ...,/<). 
La  quantité  hypercomplexe 

sera  par  définition  une  fonction  de  la  variable  livperconiplexe 

J'écrirai,  avec  M.  Frobenius,  X  =  /((f)),  réservant  la  notation  f(x) 
aux  fonctions  des  variables  a7p. 

E\istc-t-il  pour  X  quelque  chose  cpii  ressemble  à  la  niono2;énéité 
des  fonctions  d'une  variable  complexe? 

M.  ScheR'ers  (Comp/es  rendus,  mai  igoJÎ)  s'est  posé  la  question. 
Il  a  reconnu  que  la  monogénéité  ne  pouvait,  dans  ses  traits  principaux, 
être  étendue  qu'aux  groupes  (e)  à  multiplication  commuta tive. 

T3ans  le  présent  travail  je  m'occupe  des  /-  —  ions  (cjuaternions, 
pour  /•  :=  2,  .  . .),  c'est-à-dire  du  cas  où  (t)  est  un  groupe  simple,  par 
conséquent  à  multiplication  non  commutative,  avec  n  =  /•-. 

J'ai  cherché  ce  c[ue  devenait  la  monogénéité. 

Pour  les  quantités  complexes  ordinaires,  la  monogénéité,  comme  on 
sait,  consiste  en  ceci  :  la  différentielle  dX.  de  la  fonction  est  égale  au 
produit  udx  de  la  diflérentielle  dx  de  la  variable  par  la  quantité  com- 
plexe u. 

Pour  les  r-  —  ions,  la  multiplication  n'est  plus  commutative. 
L'expression  udx  est  à  remplacer  par  l'expression  udxv.  Ces  expres- 
sions udxv  ne  se  réduisent  pas  ensemble,  au  moins  en  général.  Le 
problème  se  formule  donc  ainsi  :  mettre  «fX  sous  la  forme 

d\  ='^Uidxçi        ( /  =  1 ,  2 ,  . . . ,  N') . 

La  décomposition  est  possible  de  plusieurs  façons,  mais  le  minimum 
des  nombres  N'  sera  la  r.alésforic  N  ou  indice  de  nionot^énéilé. 
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J'ai  construit  une  matrice  n  —  aire  W(x),  dont  les  ri-  éléments 
sont  de  la  forme 

OÙ  les  constantes  c^p  dépendent  seulement  du  groupe  (e)  et  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  fonctions  f((x)).  Le  rang  de  celte  ma- 
trice W(x')  est  la  catégorie.  Les  m,  et  t',-  se  déduisent  de  W  (x-). 

Vis-à-vis  du  changement  de  symboles  £,  N  se  comporte  comme  un 
invariant.  Plus  généralement  sont  covariants  les  Elementarteiler  de 
Weierstrass  pour  le  faisceau  de  matrices  n  —  aire 

pW(x-)  -+-  W(x;)         p  =  param.  variable. 

Comment  se  comporte  W(x')  vis-à-vis  du  changement  de  la  variable 
hvpercomplexe? 

Soit  d'abord  X  =  f((x)).  Posons 

^p=<pp(7<' ••■'7")'      .r=2]^Y->'ï      (t  =  ',  ^,  ••■>«); 


et,  par  suite, 


^  =  ?((r)) 

X  =  F((y)). 


Nommons  v  et  ■ç  respectivement  les  matrices  W  afférentes  à  /{(x)) 
et  à  o((  j)),  xjp  celle  afférente  à  F((/)). 

Il  existe  un  groupe  (ee)  d'ordre  /?/*,  simple  comme  (s),  connu  sans 
ambiguïté  dès  que  (s)  est  donné.  Si  les  n'-  éléments  des  matrices  to,  V, 
^>  sont  les  coordonnées  des  quantités  liypercomplexes  U,  V,  W 
dans  (se)  [comme  les  .xp  sont  les  coordonnées  de  x  dans  (ï)),  alors 
W  ('.9/  le  produit  UV  dans  ( ii)  des  deux  quantités  U  et  \. 

IvC  nombre  fN  peut  donc  être  pris  comme  un  élément  de  classilica- 
lioii  pour  les  fonctions 

/((■^■))- 

N  ne  peut  dépasser-  //.  i'oiu'  \  =  o,  X  est  une  constante,  l'-nlin  j'ai 
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construit   toutes  les  fonctions  X=/((j)),  où  Tindice  N  de  mono- 
généité  est  un. 

Les  résultats  de  cette  construction  sont  plus  simples  quand  on  fait 
usage,  dans  (e),  de  coordonnées  x-^p  et  de  symboles  e^p  à  double  indice 

(a,p=T,2,...,r;  «  =  /■=). 

Alors,  comme  on  sait,  à  trois  quantités  x,  y,  z  àa  {z)  correspondent 
les  trois  matrices  r  =  aires  : 

(^■)=(    ;      (7)=---;      (=)  =  •■•; 


SI  X  =  y-,  on  a  aussi 

(^)  =  (r)(--)- 

Voici  alors  Ténumération  des  types  auxquels  peut  être  ramenée  une 
fonction(a,  j3,Y,  6  =1,2,  ...,r),  X=:/((.r)),  ou 

X  =^£a8X„s(>-,, XV;.), 

de  catégorie  un. 

Type  I. 

X  =  K^rL  +  M,  où  K,  L,  M  sont  trois  constantes  hypercomplexes 

de  (4 

Type  IF. 


x=2^-'^-('«)' 

a 

/»  =  ]^K„p.i-p,,  K„p=const., 

Ui  fonction  Xa,(/)  d'une  variable  /est  arbitraire. 

Type  m. 
X'  =2£.sX,s(a^'M, f,,), 

X.g=  fonction  arbitraire. 
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Type   IV. 


57 


(Ap=  const.), 


Y)ot(/),     ps(f)j  '1  =  fonctions  arbitraires, 

a,  P,  T'  ^  =  i'-'  •••'''• 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a  paru  aux  Comptes  rendus 
du  28  mai  1906.  Une  application  des  présentes  théories  a  paru  au 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1906,  sous  le  titre  : 
Sur  les  polynômes  à  coefficients  et  à  variable  hypercomplcxes. 


PRELIMINAIRES. 

DÉFINITIONS     ET     NOTATIONS. 


1.  On  fera,  dans  le  présent  Travail,  un   usage  continuel  des  ma- 
trices n  —  aires 

1    '/,, 


U  =  [Wap] 


ap        **'a« 


le  premier  indice  de  Vêlement  w^p  indique  la  lii;no,  le  second  indi(jue 
la  colonne.  On  écrira  aussi,  (a,  p  =  1 ,  ?,  .  . .,  /*), 

Notamment,  dans  le  produit  uv  des  deux  matrices  //-aires  \u^i^,\  et 

a 
Journ.  de  Matk.  (ti'  série),  tome  III.  —  Fasc.  1.  191)7.  "- 
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['>) 

,  on  a 

\u. 

u 

=  2]"»'P'>Ï 

^a,po 

D'ailleurs,  suivant  Fusage,  a  a  pour  transposée  u' ^  |  «BaJ-  Je  sup- 
pose aussi  connue  du  lecteur  la  théorie  des  Elementarteiler  de 
Weierstrass. 

2.    Si  l'on  a  n  fonctions  X,  des  n  variables  .rp*,  la  matrice  n  —  aire 

J=[X,pJ,        X„p=^» 

sera  la  jacobienne  des  X  par  rapport  aux  variables  x.  On  écrira 

j^j/^\    J/'x,..x„^.     ,,,_^(x, x„) 


j:^...a-„J'  '     '         ''^(.J'i,      ■  ■  • -'Bn) 

5.  Dans  la  théorie  des  quantités  hypercomplexes,  je  me  confor- 
merai rif;oureusement  à  la  terminologie  de  M.  Frobenius  dans  sa 
Théorie  der  liyperkomplexen  Grôssen  {Silziin gsheri.chte  de  l'Aca- 
démie de  Berlin,  avril  191 '3),  ainsi  qu'aux  notations  de  cet  éminent 
géomètre. 

Renvoyant  au  travail  précité  [)our  toutes  explications  générales  et 
toutes  démonstrations,  je  résume  rapidement  les  résultats  dont  je  me 
servirai  le  plus  fréquemment  dans  la  suite.  Le  renvoi  (Fr.,  §  17),  par 
exemple,  indiquera  le  17'"  paragraphe  du  Mémoire  de  M.  Frobenius. 

4.  Prenons  un  groupe  (e)  de  quantités  hypercomplexes.  (e)  sera 
d'ordre  n  et  simple  par  hypothèse;  par  conséquent  n  sera  un  carré 
[jarfait  n  =  r- .  l'our  /■  =  2,  on  a  les  quaternions. 

(£)  comporte  n  nombres  fondamentaux  (Gru/id:ahl  },  linéaire- 
ment indépendants, 

£a  (a  =  t,2,  ...,  Ai), 

qui  se  multi|)liiMit,  pai'  diMinition,  suivant  la  règle  suivante  : 

(")  £p£Y  =  ^îa^/aiiY  («„(}.,=  COUSt.) 
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Une  quantité  hypercoinplexe  est  une  expression 


-  Zu  ^«"'^'a) 


OÙ  x'a  est  un  nombre  ordinaire  (ou  scalaire)  réel  ou  complexe.  Les  xf^ 
sont  les  n  coordonnées  de  x. 

3.   Soit  F(^^,  y,  :r )  la  forme  trilinéaire  n  —  aire 
Posons 

Introduisons 

La  matrice  du  groupe S,^S(j')=:  [■$aY(,)')]i 

La  matrice  parastrophe R|=  R(|)  — :  [rfiY{?)], 

La  matrice  antistrophe T.  =:  T(3)  ^  ['as(s)]. 

Comme  le  groupe  (s)  est  simple,  le  déterminant 

0(r.)  =  |S(r)|, 

forme  de  degré  /*  par  rapport  aux  y,  est  la  puissance  /■"""*  d'une  forme 
irréductible  $(_y)  de  degré  /■.  Les  trois  déterminants  |  S(a;)  |,  |  T(a;)  | 
et  |R(a;)|  ne  difîèrent  que  par  un  facteur  constant  et  ont  mêmes 
Elemcntarlcilcr. 

Il  existe  une  unité  principale  {Haupiciiihcil) 


^y  £o.''a, 


telle  que  S(c)^=  T(e)=  1'],  E  étant  la  niali'ico  n  —  aire  unité. 

(>.   Le  produit  x  =  yz  de  deux  quantités  hypercomplexi's  se  calcule 
parla  règle  ordinaire,  mais  en  tenant  conqite  de  la  formule  (o).  11  vient 

8y 
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La  multiplication  n'est  pas  commulative.  Pour  exprimer  qu'elle  est 
associative,  on  écrit  que,  pour  y  et  z  quelconques,  S(a;)  et  Tiy)  sont 
échangeables  ou  que 

(2)  R|Sj,=:T^Rç         (i  (|uelconque). 

On  a,  d'ailleurs, 

S(X--)  =  S(j)  S(.-),         T(yz)  =  T(.)T(y). 

7.  Prenons  les  quantités  (Fr.,  §  7) 

<ra=  ';a=^«ia),=^«XXa  (a,  A  =  I  ,  2,  .  .  . ,  «). 

>  A 

La  matrice  P  =  R(a-)  est  symétrique  avec  son  déterminant  |  P  |  :^  o 
[ce  qui,  joint  au  non  évanouissement  identique  de  |  ?>(x)  \  fait  de  (e) 
un  groupe  de  Dedekind]. 

Une  quantité  invariante  x  (Fr.,  §4)  est,  par  définition,  échangeable 
à  toute  quantité  y  de  (t),  xy  =  yx.  On  a 

S(x)  =  T(.r). 

Pour  qu'un  groupe  de  Dedekind  soit  simple  (Fr.,  §  14),  il  faut  eL  il 
suffit  que  l'unité  principale  e  soit  la  seule  quantité  invariante. 

8.  Un  cliangcnienl  de  fondamentaux  (Fr.,  §  9)  consiste  à  poser 

£a=^£pC<ïp,  |Cap|^0  C„p::^COnst. 

P 

9.  A  C(jlé  des  coordonnées  générales  ./:■„,  dont  on  vient  de  se  servir, 
on  peut  introduire  (Fr.,  §  1 1)  des  coordonnées  spéciales. 

Au  lieu  d'un  indice  unique  a  variant  de  i  à  n,  on  prend  deux  indices 
a  et  [i  variant  ciiacun  de  i  à  /■,  n  =  /-.  Il  y  a  alors  les  n  fondamen- 
taux E^p  (fonctions  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants,  des 
fondamentaux  précédents)  spéciaux,  tels  que 

£ap£Y8  =  •>  pour  p  7^  Y,  ïapîpY  =  '«ï' 
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forme  spéciale  de  la  formule  (o).  La  quantité  x  a  //.  =  /•-  coordonnées 
spéciales  .x-,[j,  qui  fléfinissent  une  matrice  /•  —  aire 


{x) 


^apj 


Si  x=yz,  alors  i^x)  =  {y){z).  C'est  la  forme  spéciale  de  la  for- 
mule (i). 

Soit  g  une  quantité  hypercomplexe.  Prenons  {g)  =  [^«p]-  Trans- 
formons toutes  les  matrices  /•  —  aires,  telles  que  {x)  par  la  /•  —  aire(^). 
Cela  équivaut  à  un  changement  de  fondamentaux  (8)  et,  comme  on 
s'assure  aisément,  les  coordonnées  restent  spéciales,  pourvu,  bien 
entendu,  que  le  déterminant  de  {g)  soit  ^  o. 

Les  coordonnées  spéciales  jouent  dans  les  présentes  recherches  un 
rôle  capital. 

CHAPITRE  L 

CATÉGORIE    OU    INDICE    DE    MONOGÉNÉITÉ. 

1.  Prenons  n  variables  indépendantes  scalaires  Xa,  (a  =  i ,  2,  . . .,  /i) 
et  la  variable  hypercomplexe 

x=^  £„,/;„. 

a 

L'expression 

c„  X  c  I  .r . . .  c,„_  I  X  r,i^ , 

où  le  facteur  x  est  répété  ni  fois,  sera  dite  un  nionomr  de  degré  m. 
Les  m  -t-i  constantes  hypercomplexes  c„,  ...,c,„  sont  les  cocjjicients 
du  monôme. 

Une  somme  de  luonomcs  de  degré  ///  est  un  polynôme  homogène 
ou  forme  de  degré  m.  Un  p(>i\noinc  non  iidinogène  est  évidciiiinciil 
une  somme  de  formes. 

Une  forme  \  de  degré  m  csl  nnc  expression,  trllc  (|uc 

où  X„(      j  est  une  forme  scalaire  de  degré  ni . 
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Nous  verrons  dans  la  suite  qu'une  expression  X  donnée  (i)  peut  se 
décomposer  de  plusieurs  façons  en  une  somme  de  monômes.  Le  nombre 
minimum  des  monômes,  dans  les  diverses  décompositions,  se  nommera 
catégorie  de  la  forme  X. 

2.   Le  premier  problème  qui  nous  occupera  sera  celui-ci  : 

Trouver  la  catégorie,  d'une  expression  X,  pour  le  premier  de- 
gré, m  =  I . 

Considérons  une  somme  de  Kl  monômes  : 

w  =2  "'•*''''  (i  =  1,2,... ,111). 

On  a 

Or 

£),£p£^=  £),y]£p«p|5l.=^ïc<«a),rX/pP,.  (  a,  p,  A,  IJ.,  p  =  I  ,  2,  ...,/i). 

Enfin 

l  ,af)>,iJ.p 

(2)  .  •       =  2d  '«•^p""^i^^'^»^p''fpi^' 

1  aflXiJ.  0 


'>  = 


=  2"'>-^'>- 


Idcnlifioiis  avec  le  polynôme  \  du  premier  degré  (i), 
X  =^  £„.rpXo^p,         Xap  =  -^  =  const. 
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Il  viendra 

Si  X  est  donné,  les  n-  inconnues  w\^  s'obtiennent  par  la  résolution 
des  TÏ^  équations  linéaires  (3). 

On  démontrera  plus  loin  (5)  que  ces  équations  admettent  toujours 
une  et  une  seule  solution;  autrement  dit  :  on  obtient  un  déterminant 
ri-  —  aire  différent  de  zéro,  en  rangeant,  parmi  les  expressions,  au 
nombre  de  «', 

(4)  0(a,  p,  A,  [x)=2««Xp«pP!J'; 

p 

dans  une  même  ligne,  celles  où  la  combinaison  a^  d'indices  est  la 
même;  dans  une  même  colonne,  celles  où  la  combinaison  Xa  est  la 
même. 

5.   Considérons  la  matrice  n  —  aire  W  =  fM'>,i|,  dont  le  rang  est  X. 
Théorème.  —  Le  rang  X  de  W  esl  la  catégorie  N  du  polynoDic  X. 

I.  W  ayant  le  rang  .X,  la  tliéorie  des  déterminants  apprend  cpi'il 
existe  in^  quantités 

"j->-^  ''y>  (y  =1,2,  ...,  X;  A,  (X  =  1,2,  ...,/<), 

telles  que 

Alors  les  formules  (3)  et  Ci)  donnent 

Xap  =  2"y>^'"yy^(^'?; '^'I^) 
Ali 

et,  d'autre  part  (2), 


^£„i2(a,  !i;X,  p.)  =  £x£p£ii.. 
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Alors 

I 

Uj  et  Vj  étant  les  quantités  hypercomplexes 

Ainsi  X  se  décompose  en  une  somme  de  aii  monômes.  En  vertu  de  la 
définition  de  la  catégorie  (  1),  on  a 

(6)  3t>N. 

II.  La  catégorie  étant  N,  X  est  identique  à  une  somme  de  N  mo- 
nômes, 

X=2«/X-i.v        (Z  =  i,2,...,N), 

X  V- 

L'identification  donne,  par  le  même  calcul  qu'au  n°  2, 

/XjJ. 

Mais  les  équations  de  la  formule  (3)  ont  une  solution  unique  et 
«^Xii.  =  _^«/X%  (/  =  i,  2,  ...,  N). 

N  ne  peut  être  inférieur  au  rang  x  de  W  et 

(7)  3^<N. 

III.  La  comparaison  des  formules  (6)  et  (7)  donne 

3(t  =  N.  C.  Q.  F.  D. 
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Le  problème  relatif  à  la  décomposition  de  la  forme  X  en  une  somme 
de  monômes  se  ramène  ainsi  à  l'étude  de  la  matrice  n  —  aire  W. 

■   4.   La  matrice  ii  —  aire 

t)Xa 


J=[X.pl,        X„p  = 


dx^ 


est  la  jacobienne  des  n  expressions  X^  par  rapport  aux  n  variables  x^. 
On  s'assure  aisément  que 

(^yo'w  Préliminaires,  o).  Alors  on  a 

i2(a,  [3;  À,  fx)  =2«aXp«pPix  =  2-yap(ïx)^pp(£(i) 

p  p 

=  [S(£x)T(£^)]ap         {Préliminaires,  1). 

Alors  la  formule  (3)  s'écrit 

X.p  =  2«V[S(^>,)T(e,)]«p  =  r2^v>,,S(E>,)T(E,)] 

c'est-à-dire 

(H)  J  =  K(«')=2^V^^x„ 

xv 

où  Kx(i  désigne  la  matrice  n  —  aire 

S(£x}T(£,)  =  T(£,)S(£,). 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  :  Les  deux  matrices  n  —  aires  J  et  W 
se  correspondent,  par  la  formule  (8),  sans  ambiguïté. 

Notamment,  pour  que  W  ^  o,  il  faut  et  il  suffit  que  J  =^  o. 

La  règle  pour  décomposer  une  forme  linéaire  X  en  une  somme  de 
monômes  est  donc  la  suivanle  : 

La  matrice  .1  ('tant  connue,  ealruler  la  nidlrirc  W  j)ai'  la  for- 
mule (8j;  calculer  ensuite,  ce  qui  est  possible  d'une  infinité  de 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  III.  —  Fasc.  I,  11(07.  9 
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façons,  les  2/t,7t  =  2/<N  quantités 

«,),  (-',>         (  A,  |j.  =  1,12,  ...,/*;  /  =  r,  2,  ...,  N) 

[N  =  X  étant  le  rang  de  W  et  la  catégorie  de  \]  ;  alors  on  a 

M,-,  p,-  étant  les  quantités  hyper  complexe  s  dont  les  up,  et  r,,^  sont  les 
coordonnées. 

t).   Voyons  ce  que  deviennent  les  calculs  précédents  quand  on  fait 
usage  des  coordonnées  spéciales  (voir  Préliminaires). 
On  a 

(a,  |3,Y,  â=:r,2,  ...,r;  n  =  r^), 

(9)  ^=I]^««'««  =  2'««*'Pïi^"' 

l'analogue  de  la  formule  (i). 

Prenons  ensuite  les  2N  quantités  hypercomplexes  (/  =  1,  2,  ...,  N), 

Onaura[(P/-c7<>«ma//v'.s,  9),  par  la  multiplication  des  matrices  («,_), 
(x-)et(P,)], 


et,  identifiant  avec  X, 


àX.rc 


(10)  5:;^   =2-  "'«P'''y3  -  "'aPyS' 

formule  analogue  à  (3). 

Disposons  les  n- =  r'  (pianlités  «VPtP   comme  les  éléments   (rime 
matrice  n  —  aireW,  les  combinaisons  7.^  d'indices  donnant  les  lignes, 
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tandis  que  les  combinaisons  yo  donnent  hs  colonnes.  On  retombe 
ainsi  sur  la  matrice  W  de  rang  N. 

On  voit  sur  la  formule  (lo)  que  les  w^^ys  sont  connues  sans  ambi- 
guïté dès  qu'on  possède  les  r'^  dérivées  partielles 

dXaS 

Disposons  ces  dérivées  suivant  une  matrice  n  —  aire  où  les  ao  indi- 
queront les  lignes  et  les  py  les  colonnes.  On  aura  la  jacobienne  J  (-4). 
Les  deux  matrices  J  et  W  se  définiront  Tune  l'autre  sans  ambiguïté. 
La  formule  (lo),  analogue  à  la  formule  (3),  justifie  la  résolubilité 
annoncée  (2)  des  équations  (3)  par  rapport  aux  n""  inconnues  w. 

6.   On  verra,  au  Chapitre  111,  pourquoi,  dans  certains  cas,  la  caté- 
gorie se  nomme  aussi  indice  de  monogénéité. 


CHAPITRE  IL 

GROUPE    (ee)    d'oRIIKE    «'. 

7.  Prenons  une  matrice  /*  —  aire  \Vi^[a'X|x]  et  considérons  les 
ir  quantités  ^xi^  comme  les  ii'  coordonnées  d'une  grandeur  hyper- 
complexe  w  dans  un  groupe  (££).  La  grandeur  w  et  la  matrice  «  —  aire 

se  définissent  l'une  l'autre  sans  ambiguïté. 

La  multiplication  dans  le  groupe  (tt)  sera  donnée  par  la  règle  sui- 
vante : 

Si,  dans  (ee),  w  =  uv,  on  a 

K(rt')  =  K(«)K((^). 

Il  est  utile  pour  la  suite  de  construire  et  de  discuter  le  groupe  {tt). 

Il  est  évident  (pie  les  matrices  «  —  aires  K(«')  fournissent  une 
représentation  ou  Ihusleilung  du  groupe  (es),  lecpi.'l  a  \\m\vv  n- 
(Fr()l)enius,  §  10). 
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8.  On  a  (4)  : 

(a,  a',  a",  j3,  [3'  j3",  y,  y'  y",  A,  V,  [j.,  [^.'  =  r ,  2  . . .  «), 

Kx,=  S(£x)T(s^)  =  T(£,)S(£x), 
Kx,K,y=S(£x)T(E,)S(sv)T(£^0 

=  S(£x)S(£v)T(£,)T(v)  =  S(sx£v)T(s,.£,:) 

'=  ^  ^aXX'  0(i'(jlV  K-aa' 


(voir  Pt'é/iminaires). 

D'où  la  formule,  changeant  un  peu  les  notations, 

(11)  Kp'p"Ky'^."=^  l^aV^a-pY  ««"y'P"- 

a'a" 

Il  vient  alors,  si  w  =  tiv  dans  (££), 

K(n')=  R(^/)K(r)  -=/  ^  "P  r^^p-p")  (  21 'VT"^^T'T• 


\p■[i" 


IvR■R-Ivv 


|3'P"'Vy"'^PP'''^yy" 


=  1" 

==  Zj  *^°'-'°'"      ^d     '^a'P'ï''^a"ï"P""P'P"*'Y 
a  X"  p'p"Y'.r 

La  formule  de  mulliplicjilion  dans  (££)  est  ainsi 


(12) 


2    «P 


[5'(l"t'Y'Y"'^'a'p'Y'"<i"Y"P"- 


ftp-Y'Y" 


9.    Il  est  facile  d'avoir  des  formules  calcjuées  sur  celles  du  groupe  (e), 
rap|)e|(''es  dans  les  Prcliiiiiiiaircs. 

Prenons  trois  indices  i,'',   A,  A'  variant  de  1  à  ir  et  faisons  cornes- 
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pondre  g  à  a' a",  h  à  P'j3",  k  à  y' y".  On  écrira 
(.3)  ■        /,;, 

Le  o^roupe  {tz)  comportera  n^  fondamentaux  £„  ou  t^'a.',  dont  la  multi- 
plication sera  donnée  par  la  formule  (i4))  tirée  de  la  formule  (i  i), 

(i4)  th'-K^y^^g^ghk- 

On  désignera,  pour  le  groupe  (££),  par  les  lettres 

^,     A,    §,     e,     f, 

ce  qui,  pour  le  groupe  (s),  a  été  désigné  aux  P/-cli/iii//airrs  par  \cs 
lettres 

F,     H,     S,     T,     P. 

On  aura  exactement  les  mêmes  foruiuli.'s,  sauf  que  les  lettres  a,  a, 
[i,  Y  sont  remplacées  par  les  leltnis  A,  g,  //,  k. 
Ainsi,  pour  la  forme  trilinéaire, 

é(l,  II,  r)  =^  A,, ^A-^ „;//,»>,; 
pour  la  matrice  parastroplic  A(^), 


pour  la  matrice  du  groupe  {n), 

pour  la  matrice  luilislroplic, 

^■'/i{^')  =  -it — 3 — ' 
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10.  Montrons  l)nèvenienl  (|ue  les  propriétés  du  groupe  (e)  se  con- 
servent pour  (tt). 

I.   Aucun  des  trois  déterminants  n*  —  aires 

|.a(^)|,     l.s(«)|,     |G(.)| 

ne  s'évanouit  identiquement. 

Soit,  par  exemple,  le  déterminant  jiarastrophe  |  A(^)  |.  Montrons 
que  ce  déterminant  ne  s'évanouit  pas  pour  ç  convenablement  choisi. 
Prenons 

a' a" 

=  rp'.f(c) /'yp"(flf)  (Préliniinaires,  3); 

le  déterminant  parastrophe  est 

Dans  ce  déterminant  rr  —  aire,  les  lij^nes  correspondent  aux  combi- 
naisons ^'^",  les  colonnes  aux  combinaisons  y' y".  Donc,  en  vertu  d'un 
théorème  de  Kronecker  (Pascal,  Die  Dclermiiianlt'n,   p.  107),   ce 
'      déterminant  est 

I  'w(^)  I"  I  'VyC^)  I"  =  I  lUO  I"  I  R('0  \"^o, 

pour  c  et  d  quelconques. 

Le  raisonnement  est  analogue  pour  |  S(m)  |  et  |  6(c')  |. 

Un  corollaire  est  que  l'on  ne  peut  avoir,  pour  v  quelconque, 
uv  =  o  sans  avoir  aussi  u  ^  o. 

En  eflet,  la  formule  (i  3)  donnerait 

pour  ^,  A,  A- =  1,  2,  ...,  //.-. 

Comme,  pour  v  quelconque,  |  G(r)  |  :^  o,  ///,  =  o.  c.  q.  f.  d. 
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H.  II.  Dans  (il)  la  multiplication  est  associative,  puisqu'elle  est 
fondée  sur  la  multiplication  des  matrices  n  —  aires  (7),  laquelle  est 
associative. 

III.  Les  n-  fondamentaux  z^  ou  £„•„- sont  linéairement  indépendants. 
Supposons,  en  effet,  pour  n^  constantes  Y)av  convenablement  choisies, 

a' a" 

La  quantité  Y],  dont  les  coordonnées  sont  les  •/i^a")   est  nulle;  donc 
■/]('  =  o  pour  V  quelconque,  donc  (I  ci-dessus)  o  =  y]  =  Y]a'a'- 

C.     Q.     F.     D. 

IV.  Pour  le  groupe  (i),  les  quantités  (Frobenius,  §  7  et  Prélimi- 
naires, 7)  o-p.  et  Œjji'  qui  figurent  dans  la  trace  de  |  S(a;)  |  sont 

(A,  ij.,  [ji'  =  1 ,  2,  . .  .,  n), 

La  quantité  analogue  est  pour  (es) 

U/i  =  2  ^g^s        (.g,h=i,i,  ...,  n-  ), 
g 
g,  h,  /r  correspondant  respectivement  à  a' a",  {5'^",  Y  y"-  D'ailleurs 

et  A„^„  s'oblienl  en  faisant  y' =  a',  y"=  oc", 

a'  a"  \    a'  /  ^    a" 

Vrtap'jti  c'est  Tp'.  Quanta  ^  «a'a'p'S  t^'cst  (Frobenius,  loc.  ci/.), 


V  Tp-./'p"  étant  la  trace  de  |  T(.';) 
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^Jl,^   Ur'R"  =  O'R'O'ft 


Le  groupe  (e)  est  un  groupe  de  Dedekind  (Frobenius,  §  7)  parce  que 
le  déterminant  de  la  matrice  symétrique  n  —  aire  P  =  R(a')  est  ^  o. 
Formons  de  même,  pour  le  groupe  (se),  la  matrice  ir  —  aire  ^  =  ^(1;), 
telle  que 

a' a"  a' a" 

\    a'  /  ^     a" 

(Préliminaires,  7),  où 

Alors  !  $  I  =  I/'py/'p"y'  I  et  dans  la  matrice  «-  —  aire  ^  les  lignes  sont 
indiquées  par  les  indices  p'[3"ou  h,  les  colonnes  par  les  indices  y' Y" 
ou  A".  Le  théorème  de  Kronecker,  déjà  invoqué,  donne 

D'ailleurs  ^  est  symétrique. 

Donc  (£î)  esi  un  groupe  de  Dedekind. 

12.  V.  Cherchons  Tunité  principale  de  (es),  que  je  nomme  £,  de 
coordonnées  Cx^  (X,  jx  =  1,  2,  .  . .,  n).  Sa  matrice  n  —  aire  Iv(i:)  étant 
telle  que  K(«::)K(a)  =  K.(mJ  pour  u  quelconque,  on  a  K(>::)  =  E  =  la 
n  —  aire  unité.  Posons  C-^y,=^  e^e^,  e  étant  Funilé  principale  de  (e). 
On  a (8) 


2;^'.^i^>)iri;'vT(^.) 


=  S(.OT(c')=.E. 


Comme  les  quanlilés  u  ^àc  (tt)  et  les  matrices  l'^^(</)  se  déiinisscnl 
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mutuellement  sans  ambiguïté;  c,  ainsi  introduite,  est  la  seule  unité 
principale  de  (tt). 

13.  VI.  On  a  rappelé  (Préliminaires,  7)  la  définition  de  la  gran- 
deur invariante  dans  un  groupe,  ainsi  que  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'un  groupe  de  Dedekind  soit  simple,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  seule  grandeur  invariante  soit  l'unité  principale. 

Ce  critérium  permettra  de  voir  que  (se),  déjà,  en  vertu  de  IV, 
groupe  de  Dedekind,  est  simple. 

Soit  u,  u  ^  C  et  :^  o,  une  grandeur  invariante  de  (se);  on  a,  par 
définition,  pour  u  quelconque  dans  (tt), 

u.j=uu,         K(mjK(u)  =  K(u)K(m). 

Faisons,  en  particulier,  successivement 

ihiL=C;ri^,  et  'i;^,=  e^t;; 

il  viendra 

K(«)  =2 '->.^.  ^(^x)T(£,)  =  S(e)T(yi)  =  T(ri), 
K(u)  =  y^  e/Cx  S(£x)  T(£,)  =  8(0  T(e)  =  S(  •()• 

X[i. 

K(l()  est  donc  échangeable  à  T(y])  et  à  S(C).  Frobenius  (§  1,  in  fine) 
montre  qu'il  y  a  dans  (s)  deux  grandeurs  -X  et  ;T,  telles  que 

K(o)  =  S(.y.)  =  T(.T). 

On  en  déduit  (Frobenius,  §  14,  théorème  IV) 

a;  =  g-  =  e. 
Delà 

K(u)  =  E. 

u  est  (hjui^  Tunilé  piinclpidc  foicément,  puisque  les  grandeurs  de  (se) 
et  les  nialrices  K  se  déliiiissctil  mutuellement  sans  ambiguïté. 

C.     (J.     K.     D. 
Muni,  de  Math.  (6'  scrie),  tome  III.  —   Kasc.  I,   11,07.  '*' 
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14.  Ainsi  le  gj'oupe  (es)  cVoidre  /r  est  simple,  tout  comme  le 
groupe  (t)  d'ordre  n. 

La  forme  |g(iv)|  de  degré  rr,  aux  /r  variables  «-\,ji,  est,  d'après  les 
théories  connues, 

|s(a')|  =  [$(«')]", 

où  $  est  une  forme  indécomposable  de  degré  n. 

Les  n  —  aires  K(a')  fournissent  une  Darstellung  de  (ss).  Si 

jK(w)|  =  0(w), 
on  a 

0(«p)  =  0(m)0(i.-) 

(Frobenius,  dernier  paragraphe)  et  0(w)  est  une  puissance  de  $(w). 
Ils  sont  du  même  degré  n  et  Ton  a,  à  un  facteur  constant  près,  <I)  =  0. 
On  a,  pour  le  groupe  (s)  d'ordre  n  =  /-, 

is(.)i=[o(.)r, 

ç,(:;)  =  forme  de  degré  r  par  rapport  aux  n  variables  z. 

Si  l'on  pose,  en  particulier,  W),i=  r^  "C^,  yj  et  '(  quelconques, 

Iv(^0-2;m^.Ti£,)S(s,)  =  S^ïl)T(-C), 

lK(«')l  =  0i^v>)  =  iS(ïi)i|T(î:)i=[?(>]nCC;r=U(^'^)i"- 

15.  Reprenons  les  formules  (3)  et  (4),  qu'on  écrira 

(3)  .  |/>,p]=K(a-)=2"V^V' 

),|X 

Les  w  sont  les  coordonnées  dans  (ee)  de  la  quantité  hypercomplexe  w. 
D'autre  part,  le  déterminant  des  «^  quantités  Q  est  ^  o.  La  formule  (4) 
fournit  donc,  dans  (se),  un  changement  de  fondameulaux  (P/rV/////- 
naires,  8)  et  de  coordonnées. 
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Dans  (££),  pour  (v  ;=  uv,  on  a 

K(tv)  =  K(«)Iv(r). 

Alors  les  b^^  peuvent  être  considérées  comme  des  coordonnées  spé- 
ciales dans  (££)  (Préliminaires,  9)  et  Ton  peut  écrire 

K(w)=.(w). 
On  verra  plus  bas  (52)  pourquoi  nous  avons  dû  étudier  le  groupe  (ïf). 

CHAPITRE  III. 

MATRICE    W(.r);    SES    PROPRIÉTÉS. 

16.  Soient 

XJx,,  ....,.r„)  (a  =  1,2,  ....  //  ), 

n  fonctions  des  n  variables  scalaires  x,,  . . .,  r,,.  La  grandeur  hyper- 
complexe  dans  le  groupe  (t), 

a 

sera,  par  définition,  fonction  de  la  variable  hypercoinplexe 

X.  possède-t-elle  quelques  propriétés  aiialogues  à  la  monogénéilé  dans 
les  fonctions  d'une  variable  complexe? 

M.  Sclieffers  (Comptes  rendus,  mai  i8()'3)  a  reconnu  (pic  la  niono- 
généité  ne  pouvait  être  étendue  qu'aux- (pianlilés  hypercoinplexes  à 
multiplication  commutative. 

Je  me  propose  de  voir  ce  qui  se  passe  pour  un  groupe  (s.)  simple, 
d'ordre  n  =:  /"'•'  et,  par  conséquent,  à  inultiplicalion  non  commutative. 

17.  Prenons  deux  nombres  réels,  j;,  et.r.j,  la  sariablc  coiuiilexe 

x  --  .f|  -f-  /.t'a  (/■  +  1  —  o  J 
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et  la  fonclion 

y  =z  f{x)  =y^^{x^,X.,)  +  i\,_{x^,X,). 

La  monogcnéité  consiste  en  ce  que  Hy  est  égal  au  produit  de  la  dif- 
férentielle dx  par  une  certaine  quantité  complexe  finie 

dv  =  f'{-K)  dx. 

Avec  la  terminologie,  introduite  au  Chapitre  I,  on  peut  dire  :  la  rno- 
nogénéité  consiste  en  ce  que  la  différentielle  de  la  fonction  est,  i''is- 
à'Vis  la  différentielle  de  la  variable,  un  monôme  linéaire. 

Revenons  aux  fonctions  d'une  variable  liypercomplexe.  La  diffé- 
renlielle 

d\  =^t^d\^-=^  £«  r/^_-p  X „p ,         X„p  =  ^ 

est,  par  rapport  à  dx,  une  forme  (1)  du  premier  degré. 

Elle  peut  donc  être  mise  (Chap.  I)  sous  forme  d'une  somme  de  mo- 
nômes en  dx,  c'est-à-dire  d'un  polynôme  linéaire  en  r/r;  la  catégorie 
de  ce  polynôme,  qu'on  peut  nommer  aussi  indice  de  monogénéité, 
sera  pour  nous  l'élément  de  classification  pour  les  fonctions  X.  Les 
fonctions  à  indice  un  de  monogénéité,  telles  que  rfX  =  udx  c,  rappel- 
leront les  fonctions  monogènes  ordinaires. 

18.   Introduisons,  comme  au  Chapitre  I,  la  matrice  n  -    aire, 

•'W  =  'W(x)=[«.x,(^r)], 
telle  que  (form.  3), 

a,  p,  À,  a,  p  =  I,  2,  . . .,  n. 
Lorsqu'on  fait  usage  des  coordonnées  spéciales, 

a.  I^,  Y»  0=1,^,  ■••,'■;  n  =  r- 
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et 

'''^?-<''=  à^,  (form.  10): 

dans  la  matrice  W,  rélénienl  o'^pi-ô  occupe  la  ligne  crindices  ap  et  la 
colonne  d'indices  yS. 

Nous  allons  donc  étudier  de  plus  près  la  matrice  W  et  notamment 
le  ranjr  de  W,  ainsi  que  la  façon  dont  W  provient  de  la  jacobienne 
des  fonctions  X  par  rapport  au\  variables  x. 

19.  Reprenons  les  coordonnées  générales  et  voyons  quelles  modi- 
fications éprouve  W,  quand  on  effectue  un  changement  de  fondamen- 
taux (Frobenius,  §9). 

Rappelons  quelques  formules  du  Chapitre  I, 

a,  [3,  A,  y.  =  I,  2,  .  . .,  /?, 

iV),,=  S(£x)T(c^), 
a  a 

Prenons  maintenant  une  matrice  de  constantes 

B=[^p|,        |R|  =  i,        B.p=^,      ■B-  =  fBp.l, 
et  posons  (Frobenius,  §  9j,  pour  changer  de  fondamentaux, 

a 

Le  groupe  (s)  se  change  (M1  le  groupe  (e).  Je  dc'signcrai  toutes  les 
grandeurs  et  formations,  allerentcs  à  (i),  par  les  mêmes  lettres  que 
les  grandeurs  et  formations  alférentes  à  (e).  Seulement  ces  lettres 
seront  surmontées  d\in  petit  liait  horizontal. 
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20.  On  aura 

2  £»-'■«  =  21  £a-i-a        et         x  =  \V-'[x], 

T 
a  a 

X  =  B'-'[Xj,        X  =  B'[X], 

5 

21.  Calculons  la  matrice  J  =  |  X^^p  |, 

SOUS  le  bénéfice  des  formules  du  n°  20.  Autrement  dit  : 

X,p=[B'JB'-'],p, 
J  =  B  JB-'. 

22.  D'autre  part  (19  et  4),  on  a 

s,^,r.,=2;^j_i^>j.p-^2;B,,£,)(^2B,ps,)(2B,,E, 

=  ^  13  „x  B^p  Bajj.  £^,  £a  £a 

=  ^  l^'X  B/,p  13a(j.  ^4^^^  1'* 

=  ^  'a  B„X  BaP  B/,|i  />/oc|  I^^^A  l/A 

(a,  p,  A,  [j.,  ir,  /',  />■,  /  =  I ,  'i,  . .  -,  «)' 
f^ràn-  aux  lormulcs  du  u"  Lî). 
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Identifiant  les  coefficients  de  £„  dans  les  deux  expressions  du  pro- 
duit £).  £p  £|j,,  on  a 

et,  finalement, 


23.   Ensuite,  sous  le  bénéfice  de  cette  formule  et  de  celle  du  n°  21 
et  du  n°  4, 


Puis 


=  B'JB'-'  =  B'/2«-«.K.a)B'-'. 
avec  les  notations  du  n°  7,  et  en  posant 

X|A 

La  matrice  n  —  aireK(y))ne  peut  s'évanouir  que  si  tous  les  yj^yi 
sont  nuls.  Donc 

^V*  =  2  "V  '^„">.  '^Aix  =  [  B'-  W  B-  J  ,.„ 

W^-B'-'W(:^)B-', 

(iV)  Wr.r)=B'W(.f)B. 

2i.    D'après  les  tliéories  hicn  coiniues  de  Weierstrass  et  eu  \(ulu 
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de  la  formule  (i*>),  les  Elcmentarltnlev  du  faisceau 

pW  +  W 

de  matrices  n  —  aires  sont  des  covariants. 

Autrement  dit,  décomposons  les  déterminants 

|pW(,r)+\V'(x01     et     |pW(x)  + W'(7-l| 

considérés  comme  polynômes  en  p  en  leurs  Elemcaiarleilcr, 

I  p  W(x)  ^  W'(x)  I  =  I  W(x-)  r  n[p  -^  a(x-)]"', 

I  pW(â-)  +  W'(^)  I  =  I  w(i)  pn[p  -  â(x')J"'. 

Il  viendra 

I  W(.i-)  I  =  I  W(a-)|;  a(x)  =  a(,i-);  cï  =  ni;  m^m. 

Les  exposants  «<  et  nr,  les  fonctions  |  W  |  et  a  ont  leurs  valeurs  in- 
dépendantes du  choix  des  fondamentaux  £  et  sont  invariants  vis-à-vis 
de  toute  transformation  par  la  substitution  B. 

En  particulier  et  comme  il  fallait  s'y  attendre,  lo  rang  de  W,  indice 
de  monogénéité  pour  la  fonction  X  (17)  de  la  variable  hyper- 
complexe  x\  ne  dépend  pas  du  choix  des  nombres  fondamentaux 
dans  le  groupe  (s). 

23.  Les  relations  étroites  qui  existent  entre  la  matrice  W  et  la  ma- 
trice jacobienne  J  s'expliquent,  puisque  les  éléments  X^p  de  J  sont 
les  coordonnées  spéciales  dans  le  groupe  (es)  de  la  quantité  u-  qui  a 
déjà,  dans  {tt),  les  cléments  de  W  pour  coordonnées  (  lo). 

CHAPITRE  IV. 

CONSTRUCTION    DE    LA    MATRICE    W(i). 

26.  Reprenant  les  coorrlonnées  spéciales,  je  vais  clierclier  comment 
la  matrice  n.  —  aire  W  se  déduit  de  la  jacdliieiine  J  des  fondions  X 
par  rapport  aux  variables  x. 
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27.   Prenons  r*  =  rr  quantités 

^l'ap^s  (a,  [î;,  Y,  0  =  1,  2,  ...,r). 

Disposons-les  en  éléments  d'une  matrice  n  —  aire  W  en  plaçant  : 
Dans  une  même  ligne,  les  kv  où  la  combinaison  a[i  d'indices  est  la 

même  ; 

Dans  une  même  colonne,  les  w  où  la  combinaison  yo  est  la  même. 
On  l'ange,  d'ailleurs,  les  ap  ou  les  yo  dans  l'ordre  suivant  : 


II,        12,       ...,        w;       21,       22,       ...,       2/-; 


r\,  r-2,  . . .,  /•/• 


La  matrice  W  est  ainsi  répartie  en  /•  bandes  horizontales,  numéro- 
tées I,  2,  ...,  a,  ....  /■,  comprenant  chacune  les  r  lignes  a[i,  où  le 
premier  indice  est  a. 

Il  y  a  de  même,  dans  W,  /-bandes  verticales,  numérotées  i,  2,  . . ., 
y,  . . .,  /•,  comprenant  chacune  les  /•  colonnes  yo,  où  le  premier  indice 
est  y. 

Les  intersections  des  bandes  horizontales  et  verticales,  d'indices  a 
et  y  respectivement,  décomposent  W  en  /•-  =  //,  matrices  partielles 
/■  —  aires  qu'on  peut  appeler  O^y. 

On  posera 

pour  indiquer  que,  dans  la  matrice  r  —  aire,  0^.^,  s.\\z^z  est  réléinent 
de  la  p'"*  ligne  et  de  la  S'''"'  colonne. 

Les  matrices  0^^,  assimilées  à  des  lettres  à  deux  indices,  donnent 
une  matrice  /■  —  aire 

canevas  de  la  matrice  W. 

28.   Transposons  le  canevas.  On  aura  la  matrice  ii  —  aire 
W  —  *  G    ' 
Si  je  transpose  chaque  matrice  partielle,  j'obtiens  la  matrice  /*  -  aire 

La  transposition  de  la  matrice  n  —  aire  W  elle-même  est  le  produit 

Journ.  de  Math.  (()•  série),  lomc  III.  —   Kasc.  1,  lyo;.  '  ' 


82  L.     AUTONNE. 

des  transpositions  précédentes.  On  a 
On  vérifie  sans  peine  qne 

w  =  (w,),=(w,),;         w;  =.w,;         w;  =  w,, 

W'  =  (W,).  =  (W,\;  (W,)'  =  W,;  (W,)'  =  W,. 

29.   Soient  deux  matrices  n  —  aires,  telles  que  W,  A  et  B,  décom- 
posées en  matrices  partielles  /•  —  aires, 

et  les  substitutions  /i  —  aires. 


yo 


(a,  p,  Y,o,  >^,  a  =  I,  2,  .  .  .,/•), 


A  B  =     .tœp       ^  Xy^  I  Ko,)  ] p|j,    , 

'^aX        ^^  §  ny  "y'-- 

T 

On  voit  que  le  canevas  du  produit  AB  est  constitué  par  les  matrices 
/■  —  aires, 

Kax  =  2]  ^«Y  ^'y>  ^        AB  =  ;  K^,,  I  ; 

Kœ>  est  syrnl)oli<[uciuent  l'élément  de  ligne  a  et  de  colonne  K  dans  la 
matrice  r  —  aire  K  :=  gh,  produit  des  deux  matrices  /•  —  aires 

On  pciil  donc  dire  que  symboliquement  h'  rdiirvas  d' itn  produil  est 
le  piixIuU  (les  canevas  des  facicurs. 
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50.  Reprenons  la  fonction 
la  variable  liyperconiplexe 
et  posons  [18,  form.  (  lo)], 

Si  nous  rangeons  les  «'apyS  suivant  les  lignes  a^  et  les  colonnes  yo, 
nous  obtenons  la  matrice  W.  Si  nous  rangeons  les  «apyS  suivant  les 
lignes  ao  et  les  colonnes  y^,  nous  obtenons  la  matrice  H,  jacobienne 
des  X  par  rapport  aux  variables  z. 

On  passe  donc  de  W  à  H,  ou  réciproquemenl,  en  permutant  dans 
les  «'ap^ô  les  indices  ^  et  û,  tandis  que  les  indices  a  et  y  restent  fixes. 

Considérons  les  canevas  (29) 


On  a 
c'est-à-dire 


Nous  reportant  au  n°  27,  nous  dirons  que  H  =  W,  ou  W  =  H,,  ou 
bien  que,  pou?-  passer  de  H  à  W,  ou  réciproquement,  il  suffit  de 
transposer  des  matrices  r  —  aires  partielles. 

51.   Comment  se  modifie  la  matrice  W,  lorstproii  eirectuc  un  chan- 
gement des  variables  scalaires? 

Nommons,  ])()ur  abréger  le  langage,  J(      i  la  matrice  jacobienne 

des  n  fonctions^  par  ra[)p()r(  aux  n  variables  ./;,  de  t'açon  (pie 


<)(.Vu  ■■■■.'■«) 
0{.Vu l-n) 
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On  écrira  donc 


j.jQ,  H=,,r 


Posons  ;„  =  /a(/| ,  •  ■  - ,  /„).  Il  viendra 

•'(-)-^a)-'(: 

Avec  les  variables  /,  la  matrice  W  devient  (30) 

32.   Traitons  la  même  question  en  coordonnées  générales. 
On  a  (4  et  7) 

Pour  changer  de  variables  scalaires,  posons 
On  aura 

'X\        ,/X' 


i(;^)j(-;:)  =  K(«)iv(r)  =  K(«o. 

Par  conséquent  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  en  nous  repor- 
tant aux  considérations  du  Chapitre  II. 

Thkorème.'  —  Considérons  la  fonction  X  de  la  i^ariable  hyper- 
complexe  X  et  la  fonclion  x  de  la  vari(d)le  Iiyperconiplexe  y,  enfin 
la  fonction  X  de  la  variable  hyper  complexe  y.  Nommons  respecti- 
vement u,  p,  w  les  quantités  hypercomplexes  du  groupe  (ee)  du 
Chapitre  //  qui  correspondent  respectiicment  à  la  matrice  W  : 

Pour  la  fonction  X  de  x, 

Pour  la  fonction  x  de  y, 

Pour  la  fonclion  X  de  y. 
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La  grandeur  w  sera  le  produit  dans  le  groupe  (es)  des  deux 
grandeurs  u  et  c. 

Voilà  comment  s'introduit  utilement  le  groupe  {tt)  dans  la  pré- 
sente théorie  des  fonctions  d'une  variable  hypercomplexe. 

53.   Démontrons   maintenant  quelques   théorèmes   utiles  pour  la 
suite. 


CHAPITRE  V. 

PROPOSITIONS      DIVKRSES. 

5i.   Reprenons,  avec  nos  notations  ordinaires,  la  jacobienne  J  des 
fonctions  X„  par  rapport  aux  variables  x-p,  dans 

^=2£aXt,('.C,,  ...,X„). 
a 

On  a  (7) 

Considérons,  avec  M.  Frobenius,  la  matrice  symétrique  P  =  R(a-), 
^o-oiXœ  étant  la  trace  de  |S(.ï;)|   (voir  Prèliiniiuiires) .    On   aura 

a 

[Frobenius,  form.  (i  i),  §  I,  en  faisant  \  =  (tJ,  pour  tout ./;, 
PS(x-)  =  T'(^)  P. 


De  là 


Puis 


PJ  -2^^VPS(s),)T(e,/)  =  V  «•),/^X^>,)  PT(z,). 


(PJ/=J'P=^2«V'>^'(^H^)PT(£x) 

=  P2"V^('iOT(£.)  =  P1v(W'). 


S()  I..     \UTON>E. 

Finalement,  p  étant  un  paramètre  variable, 

/  J  =  K(W),         P-'J'P  =  K(W'), 
1  pj  +  P-'J'P  =  K(pW  +  W'). 


(.6) 


En  particulier,  faisant  p  — .  —  i , 

P-'J'P- J  =  K(W'-W). 

Chacune  des  relations 

W=W,         P-'J'P  =  J 

entraîne  l'autre. 

De  la  seconde  on  tire 

(PJ)'=PJ,  PJ  =  symétrique. 

Or  P  =  j/^apl;  PJ  est  la  jacobienne  des  n  expressions  \ ^  =  z], Paô ^s 

par  rapport  aux  x^.  La  symétrie  de  la  jacobienne  indique  que  l'expres- 
sion 

^  Y„  dx^  =  2  />a6  Xs  dx^ 

a  a5 

=  2  Xs  f/  _^  /?g«  x^  ^y^Xi  dti 

s  a  ?j 

est  une  diiTérentielle  exacte  et 

()X.(i„  ...,  t„) 


Xx  = 


Oti 


Ainsi  :  pour  que  la  matrice  W  soit  symétrique,  il  faut  et  il  sujjit 
que  l'expression 

a  P 

soit  une  diJJércnlieUe  exacte. 
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55.   Un  a  vu,  au  Chapitre  1,  que,  si,  (A,  jj.  =  i ,  2,  . . .,  /i), 
dX  —"Sui dxvi        (z  =  1 ,  2,  . .   ,  N), 

on  a 

Transposer  la  matrice  W,  c'est  donc  transposer  les  grandeurs  m,-  et  p,. 

36.  Je  vais  étudier  maintenant  le  rang  N  de  la  matrice  W,  c'est- 
à-dire  l'indice  de  monogénéilé  (  17)  de  la  fonction  X. 
Soit 

d\.  =2  M,  d.cv^         (i  ~  \ ,  -2.  .  . .,  N). 

Multiplions  X,  devant  ou  derrière,  par  une  constante  hypercomplexe 
quelconque  M.  On  aura  encore 

d{M\)^Md\=^M  it,-  dxvi, 

rf(XM)  =  rfX  M  =2  «/^"P^vM, 

et  la  multiplication,  drvant  ou  derrière,  par  une  constante  quel- 
conque ne  peut  augmenter  l'indice  de  monogénéité. 

Employons    les    coordonnées    spéciales    et    prenons     la    fonction 
,.  =  ;-), 

X  =2  X^s  £.,s         (>,  [B,  y.  0  =  1 ,  2,  . . . ,  /•) 

a? 

avec  l'indice  N  de  monogénéité.  I^a  fonction 
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a  l'indice  de  monogénéité  3ï,5  N.  Mais 

£).8  £pG  =  O 


pour         "^  7^  P- 

et 

^X|i  ^liS  —  £X8) 

pour         0  7^  p 

et 

£),p  £p^  =  £).a  ; 

5^"    ^^    ^À(T  -^t'-P' 

Donc  la  fonction  hypercomplexc  obtenue  en  multipliant  X^g  P<^^' 
un  fondamental  quelconque  a  un  indice  de  monogéneilé  qui  ne 
dépasse  pas  N. 

37.  Soil,  pour  fixer  les  idées,  -X-  =  £,,X,,.  Dans  la  jacobienne  H, 
du  n°  50,  toutes  les  lignes  sont  composées  de  zéros,  sauf  la  première. 
Si  l'on  pose,  pour  introduire  le  canevas  (27), 


H 


0. 


(«'Y 


.,...,/■), 


il  viendra  0^^=o  pour  a^i.  Dans  la  matrice  /•  —  aire  G,^,  la  pre- 
mière li^ne  contient  les  r  dérivées 


(o  =  i,2,...,r); 


les  /• -— I   autres  lignes  sont  formées  de  zéros.   Dans  la  matrice  W, 
obtenue  en  transposant  les  matrices  partielles  /•  —  aires  de  H, 

on  a 

G'j(^,  ^  o  pour  a  =1^  I . 

Dans  OL,  toutes  les  colonnes,  sauf  la  première,   sont  composées  de 
zéros.  \V  contient  le  mineur  r  —  aire 


0\n 


u(x,oi. 

Ainsi  toute  fonction  \.^g  doit  être  choisie  parmi  les  solutions  il  du 


0\u 

'OZr, 


ÔZrr 
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système  d'équations  aux  dérivées  partielles  obtenu  en  écrivant  que 
la  matrice  U(0)  a  le  rang  N  au  plus. 

Cette  remarque  n'a  d'intérêt  que  si  N  <^  /■. 

58.  Plus  généralement,  les  n  fonctions  X^g,  pour  une  fonction  X  à 
indice  donné  N  de  monogénéité,  doivent  satisfaire  à  un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  obtenu  en  annu- 
lant, dans  la  matrice  W,  tous  les  mineurs  (N  +  i)  —  aires. 

C'est  la  méthode  qu'on  appliquera  au  Chapitre  suivant  pour  le 
cas  N  =  I . 

Je  terminerai  le  présent  Chapitre  en  résolvant  deux  problèmes 
auxiliaires,  d'ailleurs  assez  élémentaires,  mais  utiles  par  la  suite.  Ils 
sont  relatifs  tous  deux  à  la  matrice  r  —  aire 

K=[K^p],  K^p:=const.  (a,p=i,2,...,/-) 

de  rang  A. 

59.  Faisons  d'abord  ^  =  I ,  ^^<^  =  g^lii^,.  E  étant  la  r  —  aire  unité, 
considérons  le  déterminant  caractéristique  A  =  |pE  — K|.  Comme 
A  =  I,  p  divise  A,  ainsi  que  les  premiers,  seconds,  ...  {r  ^  l)  —  ièmes 
mineurs,  déterminants  /  —  aires  pour  /  =  2,  3,  . . ., /•.  A  comporte 
donc  r  —  i  Elementarteiler  divisibles  par  p  et 

A  =  p"'....p'«-/(p), 

'Wo  =  /^i  =  •  •  •  2 rrir-ii  /(p)  ayant  le  degré  a, 

r=  (T  -h  m„-f-.  .  .-t-m^-a- 

Posons  m^  =  n-  o„,  . . .,  les  0  étant  positifs  ou  nuls.  Il  viemlra 

/•='7-|-/-  —  I-+-0„-|-...-H  Sr-2. 

Oo-|-...-l-0^_a  =  i— a. 

Si 

a  ^  r ,  0  „:=...:=  0,.  ^  ^  o . 

Tous  les  Elementarteiler  sont  linéaires  et  la  matrice  K  est  canon i- 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  III.  ^  Kasc.  I,  J907.  I  ^ 
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sable.  Transformant  K  par  une  /•  —  aire  convenable,  on  peut  l'aire 
K, ,  ^  G  tous  les  autres  K^p  =  o. 
Si 

a  =  o,  o„  =  r,  ô,  =. .  .=  Or_.j  =:  o, 

K  est  semblable  à  une  matrice  où  Télément  de  la  première  ligne  et  de 
la  deuxième  colonne  est  égal  à  i  et  seul  différent  de  zéro.  Pour  toutes 
explications,  je  renverrai,  par  exemple,  à  la  première  Partie  et  au 
Chapitre  I  de  mon  Mémoire  :  Sur  les  formes  mixtes  (Gauthier- 
Villars,  1905).  Bref,  on  pourra  supposer  encore 

Ces  remarques  seront  utiles  plus  loin  (38). 

40.  Faisons  le  rang  de  la  matrice  K,  ^">i,  et  envisageons  les 
n  fonctions 

(a,  fj.  Y,  0=1,2,...,/-), 

OÙ  les  n  =  r'-  variables  x  sont  indépendantes. 

Les  Cav  sont  liées  par  r(r—  M)  relations  distinctes 

(M)       '^m.^^'Ç^^=o         {y  =  i,o.,...,r-p  =  \,i,...,r-M) 

a 

et  seulement  par  celles-là. 

Dans  le  Tableau  k  r  —  M  lignes  et  r  colonnes 


w,._«  ,  . . .  m^ 


un  au  moins  des  déterminiuils  (/■       il  )— aires,  par  exemple   celui 
des  /•  —  M  dernières  colonnes,  est  dliférenL  de  zéro. 
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On  peut  résoudre  (M)  par  rapport  aux  r  —  M  quantités  Ç^^ 
(où  ■7r  =  ^-i-i,S-f-2,  ...,  /•),  qui  se  trouveront  exprimées  à  l'aide 
des  Ç,^,  .. .,  "(a^. 

En  résumé,  les  rM  quantités 

C-,,  (<7  =  i,2,  ...,iî;   7  =  1,2,  ...,r) 

peuvent  varier  librement. 

Supposons  maintenant  que  les  r  expressions,  fonctions  des  Ç^y, 

$„(r,, ,...,(:„, ...,!;,.)      (a  =  i,2,...,r) 

aient  une  valeur  commune  O.  Je  dis  que  ù  est  une  constante,  les  ^$^ 
ne  dépendant  plus  des  X,. 

En  effet,  si  i^  >  i ,  on  aura  en  particulier 

^,((:.,,...,(:.,.)  =  $.(L, ,•■•,(:„.)■ 

Comme  il  ne  peut  exister  entre  les  ^^y  aucune  relation,  il  faut  que 
chacune  des  expressions  <i\  et  '$.,  soit  indépendante  des  "(  et  séparé- 
ment égale  à  une  même  constante  ù.  Pour  le  même  motif,  la  relation 
«^5=  ù  entraîne  l'indépendance  des  *^  par  rapport  aux  '(•  Quant  aux 
relations 

a\=i2         (a  =  ^ -h  I,  ...,/■), 

elles  doivent  être  une  conséquence  du  système  (  M  ). 
Ces  remarques  seront  utiles  plus  loin  (48). 

41.   Prenons  les  coordonnées 

a-'ap  (a,  p  =1,  2,    .  .,  /■;    //  =  /■-) 

et  la  matrice  /•  —  aire  allV'ieiite  (  Préitfninaircs,  \)  i 

{x)  ^  [a;,p], 

ainsi  qu'une  conslauLe  hypcrconqjiexe  ^'•,  avec  sa  malrice  r-;iivcl^<^). 
Heniplaccr  la  malrice  (x)  par  la  matrice 
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c'est  effectuer,  sur  les  n  coordonnées  de  x  dans  le  groupe  (e),  une 
certaine  substitution  linéaire  «  — aireB,  de  déterminant  ^  o,  c'est- 
à-dire  eft'ectuer  dans  (s)  un  changement  de  fondamentaux.  Cette  ques- 
tion a  été  discutée  aux  n°'  19  à  24.  La  jacobienne  J  =  J  f     j  devient 

(21, in  fine) 

J  =  B'JB'-'. 

Or  on  peut  choisir  la  r  —  aire  {g)  de  façon  que  dans  J  aucun  élément 
ne  soit  nul.  D'autre  part,  l'intervention  de  la  /•  —  aire  {g)  n'a  pas 
pour  effet  de  changer  dans  (s)  la  formule  de  multiplication  et  les  coor- 
données restent  spéciales. 

Tout  cela  revient  à  dire  qu'il  est  licite  de  supposer  différente  de  zéro 

chacune  des  n'-  dérivées  partielles,  éléments  de  la  jacobienne  i  =  y  \ 
ou  de  la  jacobienne  H  =  (     j»  a;py=  -^p. 

C'est  ce  que  nous  ferons  au  cours  de  la  discussion  qui  remplit  le 
Chapitre  suivant. 

42.  On  est  maintenant  à  même  d'aborder  la  construction   d'une 
fonction  X,  ayant  l'indice  un  de  monogénéité. 


CHAPITRE  YI. 

FONCTIONS    DL'.NE    VAltlABLE    HYl'ERCOMPLEXE    AVEC    l'iNDICE    U/l    DE    MOMOGÉ.NÉITÉ. 

43.   Je  vais  construire  les  fonctions 

(a,  [i.Y,  0,  A,  u-,  . .  .=  1 ,  2,  . . .,  /•;   //  =  r-), 


de  la  variable  hyperconq)l('xe 
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OU 

de  façon  que  l'indice  N  de  monooénéité  soit  un:  alors 
(17)  dX  =  udxv. 

Reprenons  les  jacobiennes  .1  --=  T  (  '^  )  et  H  =  J  (  _  )  et  leurs  canevas 
(27).  Il  viendra  (30) 

avec 

à-^a.à   r  1  r     '      1 

44.  La  n  ~  aire  W  a,  par  hypothèse, Je  rang  un\  la  /■  —  aire  u^^ 
ne  peut,  puisque  r^2,  avoir  pour  rang  que  un  ou  zéro.  La  seconde 
supposition  est  inadmissible,  puisque  aucune  des  dérivées  partielles 
n'est  zéro  (41).  D'autre  part,  u^,^  est  la  jacobienne  des  /■  fonctions 

-'^a(  1        •  •  • .        -»-a3)        •  •  •  »       •»-a;-) 

par  rapport  aux  /•  variables 


X..      ...     X. 


Le  rang  étant  u//,  les  X^g  ne  dépendent  pas  des  j.^p,  mais  d'une  fonc- 
tion unique 

(i^)  Gî„y(:r^,,  . . .,  r^p,  . .  .,  3^^), 

indépendante  de  l'iiulice  S. 

Considérant  de  même  les  matrices  u^j,,  . . .,  u^,.,  on  voit  que 

('9)  ^ai—  Xas(cja,,  nr^,,  . ..,  CJ^^,  . ..,  Cî^,.). 
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45.  Formons -p^-  X^g  ne  contient  les  z  que  par  l'intermédiaire 
des  CT. 

-ypne  figure  que  dans  les  m  où  le  second  indice  est  y.  X^g  ne  contient 
que  les  cr  où  le  premier  indice  est  a.  Donc 

D'autre  part,  la  formule  (17)  donne 

d\  =2  £„8 ■—  dz^^  z=^  udxv=^  £„j  ;/„p f/s^p v^^, 
c'est-à-dire 

(21)  ;5 =  «aS  f VS  =  1 T ^ 

aucun  des  //^p  ni  des  p^g  n'est  zéro,  puisque  aucune  des  dérivées  par- 
tielles -r-^  n'est  nulle. 

De  (21)  on  tire,   p„  étant  un  indice  quelconque, 


(2-2) 


"ap    _    àz^^ 


"ap„  ^f^ 

Le  second  membre  de  la  formule  (22)  est  une  fonction  des  /•  va- 
riables 


seulement,  tandis  que  le  premier  membre  est  indépendant  de  l'indice  y. 
Les  z  sont  variables  indépendantes  et  il  ne  peut  exister  entre  elles 
aucune  relation.  Donc,  ni  le  premier,  ni  le  second  membre  de  (22) 
ne  dépendent  des  z;  ils  sont  égaux  à  une  même  constante  K^p,  indé- 
pendante de  l'indice  y. 
Si  l'on  pose 

0.=  "ap.,       ?«r=^; 
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l'indice  ^„  étant  fixe,  on  pourra  écrire 

(23)  Map=0„Kap 

et 


(^4)  ^I=ç„,K,p. 


Mais  m^y  ne  contient  que  les  r  variables  «^,,  .    .,  Zy^.  Donc 

46.  Posons 

Il  viendra 

ca^y  est  une  fonction  de  la  seule  quantité  'Çay, 

CI<XY  =/aï('Car)- 

Mais,  dans  la  formule  (19),  il  est  indifférent  d'écrire 

-^a8=   -^a&l-  •  •)  /ay(^aY  )i  •  •  ■]' 

ou  bien,  X^s  étant  une  fonction  arbitraire, 

\'  ~—  V  -(  ■'  \ 


Cela  revient  à  faire 


Combinant  avec  les  formules  (20),  (-^i)  et  ('25),  il  vient 

dXriS    àXaà     O^^y    ()\r, 

àZyOL  O^oit      t^  =  yp  Ot^ 

(•2()j  d\a.?, 


^  -  "^  ^  ^  ^  l^ap-  "«P'^ye=  0,  K,p 


c>ç„..  -''^«^'tS- 


*50<y 
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47.  De  (2C))on  lire 

(27-)  t'yôitys- 


Le  second  membre  de  (27)  est,  comme  X^s  et  Xag-,  une  fonction  de 
r  variables 

Sa  M        •  *  • 1        Sayi        ....        ^ari 

tandis  que  le  premier  est  indépendant  de  Tindice  a.  Les  /•  expressions 
obtenues  en  faisant  dans  le  second  mendjre  oc  :=  1,  2,  ...,/■  ont  une 
valeur  commune,  qui  ne  dépend  que  de  y,  y',  0,  0'.  On  est  ainsi  dans 
le  cas  traité  au  n'^  40;  il  faut  distinguer  les  cas  où  le  rang  M  de  la 
matrice  /•  ~  aire  K  =  [Koip]  est  >i  ou  =:i. 

48.  Faisons  d'aljord  ^  >  i .  Alors  (40)  le  premier  membre  de  (27) 
ne  dépend  pas  des  variables  "(  et,  les  indices  y^  et  o„  étant  fixés  arbi- 
trairement, avec  w  =  i'f^ô^,  on  a 


(28)  ivs  = 

(29) 

sous  le  bénéfice  de  (26). 
De  (29)  on  tire 


wLyô, 


Lyg  =:  const.  ; 


et,  changeant  S  en  0', 


^r«;^.^^« 


<^ÇaY  c'^ay 


De  là,  ou  bien 
(3o) 
ou  bien 
(3i). 


LyS'j7^<^^a=  L^'5 


^,^^«="' 


(>^a 


Lyô  Ly'g 

Lyô'  L,y'8' 
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49.   En  vertu  de  (29),  wO^t  ne  peut  dépendre,  comme  X^s,  que  des 
variables 

Y  Y  y 

^111  •  •  •  1         ^œy;  ■  •  •  1         ^'T.r- 


an  vertu  de  (29),  l'expression  -w--  Il  vient  alors 


La  formule (3o)  exprime  donc  que  wOjj  est  une  constante,  ainsi  que, 
Tenons  compte  de  (2j),  on  a 


T         '  T  Y 

e  de (2j), on  a 
1  t3 


fondant  la  constante  rnf)^  dans  la  constante  K^p.  Quant  à  (Kxh\zi 
c'est  la  coordonnée  d'indices  ao  pour  la  quantité  hypercomplexe  IvxL, 
produit  des  trois  quantités  hypercomplexes  x,  K,  de  coordonnées  K^p, 
et  L,  de  coordonnées  Lyj. 
De  (^2)  on  tire  finalement 

d\  =  2  ^«^^ ^^^«3  =  d(Kx L), 

aS 

(33)  X  =  K.rL  +  \I,  M^const., 
solution  banale. 

'60.   La  conililioii   (3i}   exprime   que    la    matrice    L  =  [L^e;J   a   le 
rani;'  ////.Alors  [en  \ertu  d(.'  (2())|, 

(34)  L,g=/^///s,         -—:  =  wO^/v///s        {/.y,  rns=  cousl.), 


ï         '"^  T 


T 

■ray 
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Alors  w^'Xjig  ne  dépend  que  de  /„. 

(3G)  Xag=  wg'j/o,(/a),  '|,=  fonction  arbitraire. 

ol.   Ces  conditions  sont  suffisantes,  car 

C?X„S  =  mg  'Y^i  /a  )  ^  ly  d'Cy  ==  /«g  f^  (  'a  )  ]^  I^ap  '/'■py  ^ , 

SOUS  le  l)énéfice  de  (2)).  Il  suffit  de  poser,  eu  égard  à  (21  ), 

■p  =  fonction  quelconque  des  .r, 


c^g  =  ms/y|l~' 


pour  avoir 

d\  =  Il  dx  V. 

L'indice  de  raonogénéité  est  bien  égal  à  un. 

02.  La  discussion  de  Féventualilé  ^>r  (^T,  in  Jine)  est  ainsi 
épuisée.  L'éventualité  a  fourni  la  solution  banale  du  n"  i9  et  la  pre- 
mière solution  donnée  par  le  n'^  i>0. 

Passons  à  Téventualité  ^  =  i. 

03.  Alors  lv5,[i=  g'o./i{i,  ga  ''l^  /'p  étant  des  constantes, 

(  '>Z  )  -^ïv  =  _^  l^a[î  -vp  =  _^  IVap  -i'fly  =  A'a  Yy' 

et,  eu  égard  à  (  i«)), 

0\))         Xcx5=  VaôiSai,  bai,  •••,  'Cy,  ■••,  w)  =  "^ï'X'/i,  •■  -,  Vy,  •  ••.  ^r)! 

et  les  /•  variables  q^  son!  iri(l(''|)eiidantes,  puis(pr('lles  ne  dépentleut  pas 
des  mêmes  z. 
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Alors  [sous  le  bénéfice  de  (20)  et  (ai)] 

(4o)  '^^  =  ..^0,,^,, 


(4-) 


1   '{^-xs  —  ^iï  d\?„ 


'^''^§H].'  ^^5=\a/> 


Delà 

(42)  \a6=|.ô(A0,  ■K5(Aô)=-'-i.- 

oi.   Supposons  d'abord  r],=  cousl.  el  {|ue,  pai'  suite,  dans  la  ior- 
mule  (2V),  on  ail 

0^  ^  f^Q         (e^  =  consl.). 

L'on  lire  alors  de  (V-) 

(4^)  X.^j  =  ïi^A5+  M^s,         M,5  =  consl. 

Ce  sera  la  sccoiidi-  soliiliun,  caries  condilious  lioiivées  sonl  sul'ii- 
sanles.  Imi  ell'el,  ru  ('^ard  à  (  :ii<), 

f/X,3  =  -/,,  d\f^  =  r,,  V  _^  (/^^  =^  .^^  ^  ^A?  /,p  ^^.p.^. 
l'our  assurei'  les  forriiuies  (  i-  )  ou  (9.1  ),  il  sullil  de  l'aire 

QXf  P        loiiclioii  ipiclciiinpii- des  .e. 


'  yo  ■ 


^:v 
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o5.  Supposons  enfin  (jn'uno  au  moins  des  ■^^-,,  ne  soit  pas  une  con- 
stante. 

Alors  (42)  donne 

(44)  ,  . 

w  n'est  sûrement  pas  une  constante,  puisque  y].^  est  variable.  Pour  le 
même  motif 

faô(' As)  7^  o,  car         'Kî^!  A5)  ^  const. 

La  relation 

peut  être  résolue  par  ra|iport  à  As  et  A;  est  une  fonction  de  la  variable  eu. 
En  vertu  de  (42),  X^j  ne  dépend  non  plus  que  de  w.    Pareillement 

pour  7]a. 

Alors 


36.   Les  conditions  trouvées  sont  suffisantes,  car 
d\^o  =  r,^/s(  w  )  (loj  =  f\iLfzy.-£-  dq.  =  r,,  /s  Y  £r^?^^-'- 

Pour  assurer  la  formule  (  l'y),  il  suffit  de  pt)ser 

^(y  I   P  =  fonction  quelconque  des  .;;. 

Ce  sera  la  troisinmr  solution. 


i»7.    Si  Ton  omet  la  solution  banale  \  =  Kj;L  -f-  M  du  n°  i9  et  les 
facteurs  |.)  et  fl"'  aisés  à  rétablir,  la  discussion  du  présent  Chapitre 


PHOPRIETES    ni'I     CORRESPONDENT    A    I.\    MONOCÉNKITÉ. 

se  résume  ainsi,  comme  expressions  trouvées  pour    . 


X  =  ^  £«g  \^F,,         d\  =  Il  (l.i:  r, 

aS 

«(5  yS 


Première  soltilion  (n'"  50  et  31). 
Xaô  =  /"S  'la  (.  /a  ),  /=.  =  ^  '^  <^  ^ï  '^'PT' 

•ji^^  fonction  arbitraire, 

Kjip,  /,,,w^-  —  const.. 


Deuxième  solution  (  n"  5i). 
X«S=-/lo:Ag+Ma5  j 

Aî==  A?///,,  ...,'7p  .. .,  q,)  \  ^(x,  M^8,/^p=  const., 

■V  /  l  A  =  fonction  arbitraire, 

Troisième  solution   (n°  5()). 

X,5=  ']>,.6(>),  •|i(5(>'->)  =  yj,(0j)/8(co), 

w  =  w(y,,...,r/,,,  ...,y,), 

(/y  =  2  //[!./>,.         (//p  =  const.)' 
fi 


L.     AUTONNE. 


Les  résultats  prcccklents  ont  été  obtenus  en  évitant  de  prendre  des 
coordonnées  trop  particulières;  noianinieul  ou  a  supposé  chacune  des 

Je  me  propose  uiaiuIcuaMl  de  particulariser  au  contraire  les  cooi'don- 
nées,  de  façon  à  donner  aux  solutions  une  expression  aussi  simple  que 
possible. 

58.  Heportons-uous  aux  considérations  (il  et  59  )  et  rejjreuons  la 
formule  (17).  Efl'ectuons  un  changement  de  coordonnées  spéciales, 
dans  le  groupe  (e),  de  façon  que  la  matrice  (jk)  afférente  à  une  quan- 
tité y  de  (e)  se  trouve  remplacée  [lar  la  matrice  (4'  )'  '(^/)(o)-  Alors 
la  formule  (17)  devient 

(<r)"'(«fX)(^)=(^)-(«)(^-)(^)  \'^^-)^^)(^r'('-)(^)- 

Cela  équivaut  à  transformer  les  matrices  /■  —  aires 

('/)=[M'     (o=r^v«] 

par  la  matrice  /•  —  aire(i;). 

Si  les  «ap  sont  des  constantes,  on  peut  supposer  (59),  si  {u)  a  le 
rang  i,  soit  ;/,|^r^o,  les  autres  «ap  étant  nuls,  soit  «,^  =  i,  les 
autres  ««p  étant  nuls. 

Pareillement,  si  les  t\|,g=  const.,  on  pourra  faire  encore  soit  c, , 
seul,  soit  i',j  seul,  diil'éreul  de  zéro,  si  (i-)  a  le  rang  i. 

59.  i^renons  d'abord  la  première  solution  (i>7j.  ( c )  a  le  rang  1, 
puisque  fys^  Liiiiz\  Z^,  ///5=  const. 

Faisons  d]ai)or(l  i, ,  seul  7^0; 

1,/Nf^o,     i.j,      ....      /,  ;  ///,.      ...,      ///,.=  (). 

Les  Xa,  sont  seuls  ^  o.  De  })lus 

(46)  X  =2^»,  Xa,  (2  lv«p •'>,)■ 

a  (S 


PROPRIÉTÉS    QUI     CORRESPONDENT    A    I.A.    MONOGÉNÉITÉ.  lo'i 

Faisons  maintenant  v,.,  seul  ^  o.  /,  /«j  7^  '  •  Un  calcul  simple  donne 

(47)  X=>î]£^„X,,('2K.ap^p.)- 

a  (5 

Ces  deux  expressions  de  X  ne  sont  pas  essentiellement  différentes, 
car,  multipliant  par  derrière  (36)  les  deux  membres  de  (47)  parle 
fondamental  z.^,.  on  retombe  sur  (46). 

(4(3)  sera  donc    la    formule    définilive  de   la   première  solution, 
type  II  de  V Introduction. 

60.  Prenons  la  seconde  solution  (o7).  La  /•  —  aire 

est  formée  de  constantes  et  a  le  rany  i. 

Faisons   «/,,   seul   7^0.  Les   constantes  M^g  n'interviennent  qu'en 
ajoutant  une  constante  à  X.  Les  X,8  sont  seuls  7^  o,  ^y  =  ''lyh,, 

(48)  X=2;e.5X,s(x- r,.„...,.r,,). 

6 

Si  Ton  fait  «,i  =  /j,  Ao  S'Cul  7^  o,  (/y  =  li.^x.,^, 

8 

Multiplions  par  devant,  dans  ('19),  les  deux  membres  |)ar  le  fonda- 
nienlal  ï^i-  I'  vient 

X=2£.sX,ô(-'--,,, I-.,,), 

0 

ce  qui  ne  diffèi-e  de  (18)  «lue  par  l'écriture.  (  '|8)  sera  la  formule  déli- 
nilive  de  la  deuxième  solution,  tv[)e  lil  de  V Introduction. 

61.  (les   midliplicatlons  (iîî)  et  60)  par   un   l'ondaïucnlal.    par  de- 
vanl   ou   par  deiiière,   sont  licites  (56),    car  elles  u  aui;iiieuUMil   [las 

1  mdice   de   uionoeéiiéité. 


Io/|  L.     ALTONNE.     —     PIIOPRIETKS    QUI    COKHESPONDKNT,     ETC. 

G'S.  Prenons  enfin  la  troisième  solution  (o7).  Aucnne  des  deux 
matrices  («)  ou  (p)  nest  composée  de  constantes.  La  méthode  pré- 
cédente n'est  plus  applicable.  On  laissera  à  la  troisième  solution 
l'expression  du  n°  61.  C'est,  avec  d'insignifiants  changements  de 
notations,  le  type  IV  de  V Introduction. 
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Recherches  sur  les  fi actions   continues   aigéhi  icjues   ('); 
Par  m.   AURIC, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


INTRODUCTION. 

1.  Nous  nous  proposons,  dans  cette  étude,  de  perfectionner,  sur 
certains  points  importants,  la  détermination  des  conditions  de  conver- 
gence d'une  fraction  continue  algébrique  et  de  rattacher  plus  étroite- 
ment ce  mode  de  développement  si  fécond,  d'une  part  à  la  théorie  des 
fonctions  luéromorphes  et  quasi-méromorphes,  d'autre  part  à  celle  des 
intégrales  définies  à  coupures  déjà  envisagées  par  Hermite  el  surtout 
par  Stieltjes  dans  ses  mémorables  recherches. 

,En  premier  lieu  il  importe  de  mettre  ce  mode  de  développement 
sous  la  forme  normale,  canonique,  qui  lui  convient.  A  cet  effet  consi- 
dérons un  polynôme  ou  une  série  S„  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  la  variable  et  de  degré  maximum  A'  : 

S„:=  <x''  -h  aj,  'x-*-'  -h  . . .  (a*=^  o). 

Considérons  de  même  un  polynôme  ou  une  série  S,  de  degré  maxi- 
mum k  —  I  : 

En  divisant  Su  jiar  S,  nous  obliendrons  comme  quolieiit  iiu  binôme 


(')  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  (Grand  Prix  dos  Sciences  niailio- 
niali(|iies). 

Journ.  de  A/atli.   (li-   sent),   louie  III.   —    T^isc.   II,   i<)o7.  '4 


io6 


de  la  forme  a.x  -+-  jîJ,  et  coinine  reste  un  polynôme  ou  une  série   —  S. 
de  degré  maximum  A   —  2  : 

et,  en  général,  on  aura 
On  pourra  donc  écrire 

De  mèine,  en  etl'eetuant  la  division  de  S,  par  S.^,  on  aura 

S,  =^(oi.,x  -t-  i;i.,)S.,--S, 


et,  en  gênerai,  on  aura 

et  ainsi  de  suite. 

Dès  lors  la  fraction  ^'  se  développera  en  fraction  continue  sous  la 
forme  suivante  (*)  : 

S„  ,,,.1.1. 


(A) 


S,  '  '   '         ajX  -t-  p.,         a;,.r  4-  pj 


et  il  est  clair  que  cette  fraction  continue  sera  limitée  ou  illimitée,  selon 

que  ^  sera  réductible  ou  non  à  une  fraction  rationnelle. 

Le  calcul  qui  précède  est,  d'ailleurs,  identique  au  procédé  classique 
pour  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  So  et  S,;  si 
S„+|  est  le  premier  reste  identiquement  nul,  S„  sera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  cherché  et  a„x  -+-  j3„  le  dernier  dénominateur  partiel  (-) 
de  la  fraction  continue. 


(')   Nolatioii  abrégée  Lrès  lopanduu  en  Alleiiiagiie  (Haluer,  Mullur,  elc). 
(■■')  Teriiiinologio  enijinirilce  à  i'aliemand  (Y'/ieilne/i/ier)  de  préférence  à  l'a))- 
lellalion  française,  (juotienl  iiicoinpLet,  qui  peut  donner  lieu  à  confusion  :  nous 
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Toile  est,  semblp-l-il,Ja  forme  normale,  canonique  (A)  sous  laquelle 
se  présentera,  en  i^énéral,  le  développement  d'une  fraction  continue 
alj^'ébrique,  si  on  la  considère  comme  le  quotient  de  deux  séries  entières 
dont  les  degrés  uiaxima  difîèrent  d'une  unité. 

2.  Toutefois,  il  pourra  arriver  exceptionnellement  que  les  m  pre- 
miers termes  d'un  reste  S,  soient  nuls  simultanément  :  dans  ce  cas  le 
quotient  de  S/_,  par  S,,  au  lieu  d'être  un  hinome  de  la  forme  a.r  -l-  p, 
sera  un  polynôme  de  la  forme 

a.x"'^'  H-  [i.c'"  + . .  .  -I-  U..C  -+-  V. 

Si  ce  fait  exceptionnel  se  présente  à  chaque  division,  le  développe- 
ment en  fraction  continue  ])ren(lra  la  forme 

dans  laquelle  R,  représente  un  polynôme  entier  de  deg-ré  déterminé; 
mais,  de  ce  qui  précède,  il  résulte  clairement  cjue  cette  forme  de  dé- 
velo[)pement  (H),  loin  de  représenter  la  forme  normale,  canonique, 
représente,  au  contraire,  un  développement  ayant  des  propriétés 
restrictives  et  exceptionnelles,  et,  par  suite,  ne  possède  nullement  le 
caractère  de  géni'ralité  qu'on  serait  tenté  de  lui  supposer  a  priori. 

5.  Il  est  cependant  possible  de  généraliser  la  forme  normale  (A), 
sans  pourtant  tomber  dans  le  cas  particulier  exceptionnel  que  nous 
venons  de  signaler 

Considérons,  comme  précédemment,  le  polynôme  ou  la  série  So  de 
degré  maximum  A. 

Soit  de  même  un  polynôme  ou  une  série  S,  de  degré  maximum  A  —  /: 

S,  =:a';  'x-*-'-|-  a^-'-'a;*-'''-^.... 


appellerons  de  même  numérateurs  partiels  (T/ieilzâhler)  les  numérateurs  des 
diverses  fractions  successives;  enfin  les  S,  seront  appelés  les  restes  ou  les  termes 
successifs  de  la  IVaclioii  continue. 
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Divisons  S„  par  S,  et  poussons  la  division  jiisqn'à  obtenir  pour  le  quo- 
tient X,,  qui  est  de  degré  maximum  /,  un  polynôme  de  la  forme 

A ,  =  a',  .r'  -h  ix'~'  x'~'  -h. .  .-h <x'^"' x'~"' . 

Le  reste  de  la  division  sera  évidemment  de  degré  maximum  k  —  ni —  i 
et  de  la  forme 

et,  en  général,  on  aurf. 

«^-^'7^0. 
Si  nous  posons 


k--2i    ,.li—-li      .        „*-2/-l     ,./(-2(-l 


De  même,  en  divisant  S,  par  So,  on  obtiendra 

S,  ^  À.So—  x-'^"'~'S,, 
avec 

S,  =  a';^' .r'-^'  +  a'-"-'  x'  ^'-'  + . . . , 

et  ainsi  de  suite. 

S 
Dès  l(irs  le  développement  de  ^^  en  fraction  continue  prendra   la 

forme 

C  „2!— m— 1  -v.2i— m-1 


i.    l'ixaniinons  en  premier  lieu  le  cas  où  X„  se  réduit  à  un  monôme; 
dans  la  forme  (  (_]  ),  il  faiil  faire  m  =  o,  ce  qui  donne 
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En  divisant  les  deux  membres  par  x\  il  vient 

I         I         I 

(D)  _5^  ^a, -------••■ 

^      ■'  a;'b,  a.,         «3         aj 

C'est  la  forme  liabituellement  employée  pour  réduire  en  fraction  con- 
tinue une  série  entière  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X.  Par  une  transformation  facile,  cette  forme  se  ramène 
manifestement  à  la  suivante  : 

C'est,  à  la  constante  a,  près,  et  dans  le  cas  où  les  a„  sont  réels  et  positifs, 
la  forme  qui  a  fait  l'objet  des  rechercbes  de  Stielijcs.  Il  est  clair,  d'ail- 
leurs, que  cette  forme  conduira  à  des  résultats  différents,  du  moins  au 
point  de  vue  formel,  suivant  ([ue  l'on  s'arrêtera  à  un  dénominateur 
partiel  de  rang  pair  ou  de  raui;  impair  (  '  )  ;  en  groupant  deux  par  deux 
ces  dénominateurs  partiels  successifs,  Stieltjes  a  montré,  par  une  trans- 
formation facile,  que  la  forme  (D')  se  ramène  à  la  forme  normale  (A), 
laquelle  ne  présente  plus  cet  inconvénient  ou,  pour  mieux  dire,  cette 
influence  de  la  parité  du  derniei'  dénominateur  [jartiel  euq)loyé. 

La  forme  normale  (A)  doit  donc  a  priori  conduire  à  des  résultats 
plus  généraux  que  la  forme  (D');  remar([uons,  d'ailleurs,  que  cette 
dernière  forme  peut  être  considérée  comiie  un  cas  particulier  excep- 
tionnel de  la  forme  (A)  (cas  où  oco„+,  =■  ^■;,n'=  o). 

En  divisant  les  deux  uienibres  de  (C')  par  x'~\  il  vient 

(E)  ^^  =  a,.7;  --  —  -  ^^  -  —  -  •  •  -, 

•^  j''    's,  n.,^.1:  yi^X  «;,.i' 

laquelle  forme  se  ramène  niaiiil'eslemenl  il 

(E')  °      =  a,.r 

(')  De  même  les  forniiilHs  qui  permelleiit  de  passer  d'un  développement  de 
Taylor  à  la  fraction  continue  (D)  cnirespondante  ne  sont  pas  les  mêmes  (voir 
Clmp.  VI),  suiv:int  que  le  i:ms;  'lu  iliMMuninatcur  partiel  est  pair  ou  impair. 


Celle-ci  ne  diffère  de  la  forme  de  Stieltjes  (D')  que  par  la  parité  du 
dénominateur  partiel  affecté  de  la  variable  x\  on  peut  également  con- 
sidérer cette  forme  comme  un  cas  particulier  de  la  forme  normale  (A) 
(cas  où  ao„  =  %n+^  ==  o). 

La  forme  (C  )  devient  également,  en  posant  x  =  y^  et  en  divisant 
les  deux  membres  par  y^'~\ 

.^.  S„  .1.1.1. 

dans  laquelle  tous  les  dénominateurs  partiels,  quelle  que  soit  leur 
parité,  sont  affectés  de  la  variable  y  =  y/x-;  on  peut  aussi  considérer 
cette  forme  comme  un  cas  particulier  de  la  forme  (A)  (cas  où  [i„  =  o). 
Dans  les  formes  (D'),  (E'),  (F),  nous  avons  ramené  les  numéra- 
teurs partiels  à  l'unité;  on  peut  faire  cette  opération  sur  les  dénomi- 
nateurs partiels  et,  par  une  transformation  facile,  la  forme  (C)  devient 

I  I  I 


?n, 


(^') 

a,  a''Si 

En  posant 

il  vient 

(G') 

a. 

,S|  III 

qui  est  également  une  forme  très  usitée. 

(Considérons  maintenant  le  cas  où  les  A„  sont  des  binômes;  dans  la 
forme  (C),  il  faut  laire  /«  =  i ,  ce  qui  donne 

d'où,  en  divisant  les  deu.\  membres  par  j;'~',  on  retombe  manifeste- 
ment sur  la  forme  normale  (A)  : 

Sg  r,      .  \  .  f  . 

i  ic   =  a,a;  -I-  a, — ^j 
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En  divisant  les  deux  membres  de  (G"  )  par  x',  on  trouve 

I  I 

Sq    _  p,  ^  _]^ . ^_  _ 

'  '^  a,  +  -  «3  -H  i^ 

X  X 

et,  en  posant  -  =  z. 

(H)  fl^  =  a,  +  ^,;-  ^^-  — ^-   ... 

^       '  S,  in  aj+fl,;  o(3-l-ri»3 

De  même,  eu  [losanl  ,/;  =  y-  el  en  divisant  les  deu\  iiicmlues  de  (C") 
par  ^-'~',  on  troin(^ 

I  I 

■  a,  X  H-  -  «3  K  +    - 

y        "      y 

et,  en  posant  -  =  'j, 
'  y 

(TT/\                              '^               ^0                 ''l                 Tj                 ■                    '-*'                    •                     -*" 
H)  =^  +  fi,,, 


5.   En  résumé,  on  verrait  que  les  formes  normales  généralisées  (C) 
se  ramènent  à  trois  catégories  principales  : 

Première  catégorie  :  i   -  m.  —  Dans  ce  cas,  on  a 

S^  _  -        .     .r"'    '      .     .^"'-'     .     .r'"-'     . 
■■1  '■2  'M  '■; 

avec 

A„  =  a"'  ./•'"  -;--  y.'"   ' ./;'" ~ '  + . . .  +  x_' ./;  +  a" . 

i^a  traclion  c  mliniir  ne  iciil'iM'nu'  ipic  des  [jolynomrs  cnliers  eu  .c  :  si 
S„.esl  (il-  ilci;ii'.  niaximiiui  /i',  S„  sera  de  degré  maximum  A  —  /////. 

Di'u.ci.èmc  roli'iiorie  :  /  =  o.  ~  Dans  ce  cas,  en  pnsaiil  ./•  =  ->  il 
vieil  I 
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avec 

x„=!3:^"'+j3:-'^"'-'+...+  li}:^  +  p;;. 

La  fraction  continue  ne  renferme  que  des  polynômes  entiers  en  z  ^  -; 

Sp,  S,,  S,,  ...,  S„  sont  de  même  degré  minimum  en  s. 

Troisième  catégorie.  —  Nous  ferons  rentrer  dans  cette  catégorie 
les  développements  pour  lesquels  les  numérateurs  partiels  sont  tous 
égaux  à  lunité;  il  sera  nécessaire  à  cet  ell'et  de  faire  une  distinction 
selon  la  parité  de  m. 

a.   m  impair.  —  Nous  poserons  dans  la  forme  (C) 

■li  —  m  —  I  =  2  A, 
d'où 

i  =^  +  h  =^  j  -\-  h, 

et  la  forme  devient,  en  divisant  les  deux  membres  par  x'\ 


^^^  .r"S,  ~  '  '       À,       \,       l. 


avec 

>.„  =  y.,,./:-'  -+-  |î„.r'"'  + . . .  +  ix„x--^-''  +  v„x'-J. 

h.   m  pair.  —  Nous  poserons  dans  la  l'orme  (C) 

ii  —  m  ~  ]  =z  ih  —  ^ , 
d'où 

i  = \-  h  =  /  -i-  // . 

Par  suite,  e"n  divisant  les  deux  membres  par  x'', 

I  I  I 

S„      -s        .    .T     .     j:     .     .T     . 

avec 

Kn  posant  ./;  =  y-,  on  [lotiiia  mullipllcr  les  deux  membres  pai'  )•'  et  il 
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viendra 

avec 

(î.  Nous  aurions  pu  dirij^cr  nos  opéralions  de  manière  à  l'éduire  à 
l'nnité  lous  les  dénominateurs  partiels.  Considérons,  comme  précé- 
demment, deux  polynômes  ou  séries  S„,  S,  et  admettons  cju'ils  aient 
le  même  premier  terme  Aj/  : 

S„  ^  Ax'' -+-  al-'x'-'  -+-  al'x"--  +  . . . . 
S,  =  Ax-^-l-  a,"'  x'—'  -h  a\'- x''^'-  -(- 

On  aura  évidemment 

S„-  S,  =  -  «'  -  aj-  ')^*-'  -(«:-  -  a^^).r*-^  -. . ., 

et  Ton  pourra  écrire 

c  c  =<.  c  «f-<_„J-> 


S2  étant  un  polynôme  ou  série  dont  le  pi'eniier  terme  sera  A.r*,  comme 
So  et  S,. 

On  aura  de  même 

S,  =  S.,  -  -  S  , 

et  ainsi   de  suite;  d'où  Ton  déduit  la   l'orme  de  développement  tléjà 
obtenue  : 

^2         ^         ti 
So_|_^-r_   f_j_£ 

S,  III 

Si  1rs  polynômes  ou  séries  S,,,  S,  ont  leurs  m  pi'cmiers  ternies  iden- 
tiques, il  est  facile  de  reconnaître  que  l\)n  pourra  déterminer  le  pejly- 
nome  l\,  tel  fpu-  Ton  ait 

S„=S,-  P,S,, 

Journ.  de  Matli.  (li- siiric  j ,  loiiu:  lll.  —    l'asi:    11,   1907.  I^ 
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So  commençant  par  les  mêmes  jri  premiers  termes  que  S„  et  S,  :  il 
sunira,  en  effet,  de  diviser  So  —  S,  par  le  polynôme  tt  formé  avec  ces 
m  premiers  termes  communs  et  d'arrêter  au  w'""*  terme  le  quotient  P, 
qui  sera  ainsi  de  degré  maximum  — /»  ctdedegrêminimum  — (a/n—  i); 
on  aura  ainsi  le  développement 

Sç  ^  j  ^  P,  _  P,  ^  I\  ^ 
S,  III 

De  même  considérons  une  série  entière  S„  représentant,  non  plus 
un  développement  de  Taylor,  mais  un  développement  de  Laurent 
illimité  dans  les  deux  sens  et  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  la  variable 


0    ...A 


S„  =  ...  aJ.î*-^...4-  a„j;  +  al-^b\~  +...+  />*-^ 
Soit  également 

S,  =. . .  a"j:"  -h  ,  . .+  a' x  -I-  a"  +  />'  — h. . 
Il  est  clair  qu'en  posan' 

on  pourra  écrire 

Oj  [Ji  '^1  '-'2> 

et  dans  S^  on  aura 

<  =  <>, 
et,  en  général, 

al  ^  o,  hl  ^  G. 

De  même,  en  posant 

S,  =  (a,.r  +  p,)S,- S,, 
on  pouria  déterminer  ce.,  et  jSj  de  manière  à  avoir  dans  S^ 

Il  suilira  pour  cela  de  satisfaire  aux  relations 
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De  même,  en  posant 

on  pourra  déterminer  p.,  et  y.,  de  manière  à  avoir,  dans  S,, 

a\  =:  a\  -=  h\  =  o. 
Il  suffira  d'écrire 

a^  =  y,  a^ ,  h\,  =  fi.,  b\ , 

et  ainsi  de  suite,  les  dénominateurs  partiels  étant  allernalivcment  de 
la  forme 

<^-inX  +  |5l,„     et     ^^.,„^,  +  Y,,,,,.,  ^. 

1mi  continuant  de  la  sorte  on  voit  que  Sj,,  pourra  s'écrire 


P(j;)  et  Q(  — ]  étant  des  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 

croissantes  et  tontes  positives  de  la  variable, 

La  connaissance  des  deux  séries  initiales  S„,  S,  permettra  donc  de 
déterminer  une  suite  limitée  ou  illimitée 

S       S       S  s 

ce  (pii  constitue  une  |^(''néralisalion  naturelle  de  la  théorie  des  fractions 
continues. 

D'une  manière  t(uit  à  fait  générale  on  peut  admettre  (jue  les  séries 
ou  polynômes  S,,,  S,,  S.,  .  .  .  sont  données  au  moyen  d'une  relation 
récurrente  de  la  foiine 

a„_,  S„.,,  =  [3„S„  -  Y„+,  S„+, , 

ilans  hupielli"  les  a„,  [i„,  y,,  sont  des  fonctions  coinnies  eti  x  et  en  n. 

Il  sera  possible,  dès  loi-s,  de  mettre  le  rappoi't  ~  des  deux  lennes 
initiaux  sous  la  forme  diin  (l(''\clo|)|iemenl  eu  fraction  continue. 


a,                 a, 

s„ 

Il           11           li 

s.  " 

"    ^0           h            ?.            % 
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Nous  avons,  en  cfTel,  la  série  de  relations 


d\ 


et,  par  une  réduction  facile, 

'^^^'         P.  p3  P,v         ■■■' 

qui  constitue  le  développement  le  plus  général. 

On  trouverait  de  même  par  les  relations  récurrentes  ci-dessus 

S„        -|^«         fi„_i  ?„-.  P„-, 

7.   Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  six  Chapitres. 

Dans  le  premier,  nous  avons  établi  les  formules  générales  qui  per- 
mettent d'exprimer  un  reste  quelconque.  S,,  en  fonction  de  deux  autres 
restes  également  quelconques. 

Nous  avons  été  amené  à  introduire  des  symboles  Q^  qui  sont  les 
termes  des  fractions  approchées  ordinairement  dénommées  réduites 
et  dont  nous  démontrons  plusieurs  propriétés  générales.  Nous  établis- 
sons enfin  une  formule  qui  permet  de  grouper  plusieurs  numérateurs 
et  dénominateurs  partiels  successifs. 

Dans  le  deuxième  Chapitre  nous  étudions  les  conditions  de  conver- 
gence d'une  fraction  continue  selon  le  mode  de  croissance  ou  de  décrois- 

S 
sance  pour  n  =  ce  de  Q°  ou  de  ^^;  nous  démontrons  ensuite  une  pro- 
position générale  relalive  au  domaine  de  convergence  de  la  fraction 
conlinue  où  Ton  voit  a[)paraîlre,  sous  certaines  reslriclions,  mais  (Tune 
manièi-e  élénienlairr,  la  nolion  de  niiipui-e  intiorlnile  par  ilcrniileet 
par  Slieltjes. 
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Dans  le  troisième  Chapitre,  nous  étudions  les  fractions  continues  de 
la  forme 

X,  l.  A, 


Y.,= 


dans  les(|uelles  les  A„,  u.„  sont  des  polviioines  entiers  en  x  et  -  dontles 
coeflicients  diminuent  au  delà  de  toute  limite  pour  n  =  co. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  dire  que  la  fraction  continue  représente 
les  deux  fonctions  méromorphes  ou  quasi-méromorphes 

^'  =  vMk         '"""         PoI,-P,To=i, 

et  nous  indiquons  une  limite  supérieure  de  Toidre  apparent  et,  par 
conséquent,  du  genre  des  fonctions  entières  ou  quasi-enlières  i\,  P,, 
l„,  1,  aux  points  essentiels  o  et  ce. 

Dans  le  second  cas,  \\  représente  une  fonction  méromorphe  ou 
quasi-méromorphe  dont  Tordre  apparent  a  une  limite  supérieure  cpii 
se  détermine  comme  dans  le  cas  précédent. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  nous  démontrons  tout  d'ahord  que  la 
fraction  périodique  simple 

est  constamment  é^ale  à  la  racine  de  phis  g-rand  module  de  l'équation 
caractérislicjue 

Y=-XY  -h[i.  =  o. 

('elle  (liiclion  es!  p;nloiil  converoenle.  sauf  sur  les  courlifs  ou  |ior- 
tions  (le  coiiihcs  |H)Mi-  lrsi|iicl|cs  1rs  (irii\   iiicincs  ont  mèiiic  module  et 

M'"  l'"nn(Mi véi'iial,],.  coininiv  ;  sui'  ces  courbes  ou  a  -  =  ^  /  élanl 

un  nomhie  rvi'l  (p/cIcinKpie  conquis  entre  o  et  -+-  {. 
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Si  la  fraction  continue  est  de  la  forme 

ï     _A,—    r ^ -^ , 

'2  '>3  ''4 

>v„,  a„  étant  des  polynômes  entiers  en  a;  et  —  dont  les  limites  respec- 
tives pour  n  =  ce  sont  X  et  jjl,  deux  cas  sont  à  considérer  : 

a.   —  est  égal  à  un  nombre  réel  quelconque,  /,  compris  entre  o  et  +  4- 

Dans  ce  cas  l'équation  caracléi'islique 

Y2_XY-+-[x  =  o 

a  deux  racines  a,  [3,  de  même  module. 

On  peut  dire  alors  que  la  fraction  continue  représente  sur  tout  le 
plan  complexe  deux  fonctions  inéromorphes  ou  quasi-méromorphes 
aux  points  essentiels  o  et  00  : 

Y     Pq —  '^Iq  y     "0        P^o  p    T     T    p     D 

L'ordre  apparent  de  P„,  I,,,  P,,  I,,  R„  a  une  limite  supérieure,  en  gé- 
néral facile  à  déterminer. 

h.  —  est  égal  à  un  nombre  autre  que  /  ou  à  une  fraction  rationnelle. 

Dans  ce  cas  l'équation  caractéristique 

Y^  _  -aY  -f-  [JL  =  o 

possède  deux  racines  a,  ^  dont  l'une,  a  par  exemple,  a,  en  général,  un 
module  supérieur  à  celui  de  l'autre.  La  fraction  continue  représente 
alors  la  fonction  méromorphe  ou  quasi-méromorphe 

Y  _  ^t.~°'^o ,        p  I  _  p  I   _  1} 

sur  tout  le  plan  complexe,  sauf  sur  les  courbes  ou  portions  de  courbes 
pour  les(iuelles  on  a 

/  étant  un  nombic  réel  (pielcoh(]nc  compris  entre  o  et  +  4- 
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Dans  le  Chapitre  V,  nous  étendons  à  l'axe  des  x  tout  entier  les  résul- 
tats que  SticUjcs  n'avait  obtenus  que  pour  la  partie  négative  de  cet 
axe;  les  notations  employées  permettent  d'apporter  de  notables  simpli- 
fications dans  l'exposé  de  ces  résultats.  Nous  indiquons  également 
comment  on  pourrait  généraliser  la  théorie  des  fractions  continues 
pour  l'appliquer  à  un  système  de  k  fonctions  initiales  données. 

Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre,  nous  établissons  les  formules  qui 
permettent  de  passer  d'une  série  de  Taylor  au  développement  corres- 
pondant en  fraction  continue  de  la  forme  normale  (A)  et  nous  donnons 
diverses  applications  des  théories  qui  précèdent. 


CHAPITRE  I. 

FORMULES    GÉNÉRALES    (')• 

8.  Considérons  les  relations  générales 

p(— n       (^i—n       ^  '^i—n+i^i—n-t-i  [-'■i— »-i-2  ^/-«-i-2  j 


-n+3  " 


(0 


(B) 


p,-2 

Oi-î 

=  v, 

a,_, 

-1^' 

a,, 

P'-> 

a,_, 

=  x, 

a, 

-  l^i+, 

«,+., 

|P- 

a, 

=  >,-., 

«,V( 

—  !J-/+2 

«i+2, 

7-t-«-4-l  '^(-(-W-t-l  ■ 


Au  moyen  des  relations  (A),  en  remontant  de  proche  en  proche,  on 
peut  exprimer  a,  en  fonction  linéaire  de  a,_„  et  de  a,_„+,  ;  de  même, 
au  moyen  des  relations  (  B),  en  descendant  de  proche  en  proche,  on 
peut  exprimer  a,  en  fonction  linéaire  de  a,^.„  et  de  «,+„+,  ;  c'est  l'étude 


(')    Voir  AuRic,  Ksxai  sur  la  théorie  des  fractions  continues  {Journal  de 
M.  Jordan,  igoci,  p.  .^87). 


de  ces  fonctions  el  de  leurs  relations  entre  elles  que  nous  allons  entre-. 
prendre  en  premier  lieu. 

9.   Posons 

(  2  )  a,-  =  p,+„  p;,  „  «.,+„  -+-  p.,+„+ ,  (y,^„  u,^„+, . 

Nous  avons,  d'après  (i),  et  cela  quel  que  soit  le  signe  de  «, 

d'où,  en  substituant  dans  (2), 

a,  =  (X,-^„+,  P;-^„  -+-  a,-^„+,  Q;^„)a,+„_^,  —  [x,^_„+, P;^„ a,-+„^.. . 
Or,  par  définition, 

Cli^^  P/-I-H-H  i^,+„_n  f'(+«-t-i  "t~  !^i-i-«-i-:;s!,+H+i  '^(-i-;M-:i) 

d'où  il  vient  par  comparaison 


(3) 


p-,+«+,  QL») 


et  il  est  clair  que  ces  relations  subsistent  quel  que  soit  le  signe  de  n. 

10.    En   remplaçant  dans  (2)  P;_,„  par  sa  valeur  —  Q'+„^,,    tirée 
de  (3),  il  vient 


ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 

O'  P/H-„a/+„ 


(4') 


a,  : 


"•(■-wn-i  >^' /+//-»- 1 


Nous  avons  par  définition 

«,=  p,+,  i*;, ,  (/,+,  -H  [i.,+,g;^//,^ 


■«/+. —cti^i, 
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d'où  l'on  lire 


Il  en  résulte 


(5) 


Pi 


p;  =^=  ^  (^<  p:-,  +  [-.  Qi.). 
q:  =0=       -p;_,, 

d'où 

P' ,  =  o  :=  -^(A,_,  p^  „  4-  [x,_,  q;.  j, 

P'-I 

QL  =  i=         -PI. 

et,  par  suite, 


Ce   sont  des  valeurs  particulières  des  symboles  P  et  Q  qui   nous 
seront  utiles  dans  la  suite. 


11.   La  relation  (3)  nous  donne  par  suhstilution 

(6)  p,+„^,  q;„,^,  =  À,-,-„+,  q;:+„,,  -  1^.,+.+,  <.>;,„  ; 

c'est  une  relation    récurrente  entre  les  symboles  Q  de  même  indice 
supérieui'. 

De  même  la  relation  (i) 

donne,  si  Tom  exprime  «,+„,  a,+„+,  et  a,_^„^.,  en  i'onilion  de  f//,  etde  ('k+t. 
et  si  Tdii  é^iale  dans  les  deux  nifnd)i('s  les  cocriicienls  de  «/,.+,, 
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It) 


(«')  q; 


c'est  une  relation  récurrente  entre  les  symboles  Q  de  même  inrlice 
inférieur. 

12.  Les  relations  (f>)  et  (7)  ne  sont  rrailleurs  que  îles  cas  particu- 
liers d'une  relation  plus  générale  que  nous  allons  établir. 

La  relation  (4)  donne,  en  effet,  par  le  même  procédé  que  celui 
employé  pour  obtenir  la  relation  (7), 

(8)  Qi  =  [^/.„.,  QI.QT'  -  p,.«QL+.  <^r, 

ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 

l'our  A"  =  /  -I-  n  —  I  cette  relation  devient 
et,  en  observant  que,  d'après  (")), 

Ql+in-i  __  ''i^n  Ç)'*"        :z=         ' 

on  obtient 

c'est  la  relation  (6). 

De  même,  si  dans  (8)  on  fait  n  =  —  a,  Il  vient 

et,  en  remplaçant  (^)'_.,,  Q'_|  par  leurs  valeurs  tirées  de  (5), 

c'est  la  iclalliiii  (  7  ). 

15.    Si,  dans  la  relation  (<S  ),  on  l'ait  /»  ■=  /',  il  vient 
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d'où,  en  supposant 

On  aura  donc  successivement,  en  supposant  n  >  o, 

Q^'  ^     !^^  or:, 

Q^+,  P'^1    Q^+2' 

d'après  (5),  d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

Posons  pour  simplifier 

/  =  !  +  * 

9j 
/=' 

nous  obtiendrons  la  formule  fondamentale  de  réciprocité  des  indices 

avec  A-  <;  o,  nous  aurions 
d'où 

11  suffira  donc  de  poser 

M:-*=-f-      ou       m;-m;_,=  . 
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pour  avoir  la  formule  générale 

(9)  .      Q;=-M^Q^ 

quel  que  soit  y. 

Eu  particulier,  pour  /=y,  comme  0'  =  o,  M-  aurait  une  valeur 
indéterminée;  nous  verrons  plus  loin  que  l'on  est  amené  à  écrire 
l'égalité  conventionnelle  M|^  ^  i . 

Nous  avons  admis  au  début  de  la  démonstration 

Si  l'on  avait  Q',„=  o,  la  relation  (8)  donnerait 

Or  on  ne  peut  avoir  simultanément 

car  (8)  donnerait,  quel  que  soit  /r,  Ql  =  o,  ce  qui  est  en  contradiction 

avec  Q^^,  =  —  -;  il  faut  donc,  si  les  p,-  sont  supposés  tous  ni  nuls  ni 

iuliiiis  ('  ),  que  Ton  ait  (V^"  =  o,  ce  qui  prouve  bien  la  généralité  de  la 
formule  (9). 

14.   Revenons  à  la  formule  (4) 
D'après  (9)  nous  avons 


(')  Nous  suppo-ons  cette  condition  remplie,  sinon  il  existerait  une  relation 
linéaire  entre  deux  c/,  consécutifs  et,  par  suite,  tous  les  a,  s'exprimeraient 
linéairement  en  fonction  de  l'un  d'entre  eux,  hypothèse  qui  iloit  être  écartée 
a  priori,  sauf  le  cas  où  la  fraction  continue  est  limitée. 
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d'où,  en  substituant, 


Pi+n 


mais  il  est  aisé  àc  vérifier  que  l'on  a,  quel  que  soil  le  signe  de  n, 

et,  plus  généralement,  quels  que  soient  ;',  /,  k, 

avec  l'égalité  conventionnelle  M|  =  i . 
Il  viendra  donc,  en  substituant, 


(lo) 


Mr^'(Qr"^'a,^„-Qr«,.«^.)> 


ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant, 

(ro')  a,=  pjMi 

Cette  formule  peut  également  s'écrire 


0/     Qf' 


(10")  a,=  iJ.j^,Mj 


"7      "j+i 


d'où,  par  le  procédé  déjà  employé  pour  obtenir  la  l'clalion  (7), 

oi  or' 


(") 


et,  si  /f  =  I  -I-  I ,  on  aura,  puisque  QJ^^,  = > 


(12)     Q/Qf:-Q;.,<>r'  =  7T4îFr  = 


M^- 


M'; 


p,py]Vlf+'  Pi?j  H,>l(^>H-l 

et  ces  relations  sont  absolument  liénérales. 
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l'a.  Si  dans  le  second  membre  de  (  i  i)nous  multiplions  la  [Meulière 
colonne  par  — Uj^,  et  la  seconde  par  aj,  il  viendra,  en  ajoutant  les 
colonnes  ainsi  multipliées  et  en  tenant  compte  des  relations 


Ql«v=Py 


M^' 


Ql 


CM 


?j^n" 


Cli 


pyMr* 


et,  en  réduisant, 

(i3)  Ql.«.  =  Qi«,-M?Q;a, 

ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant. 


(i3')  M*Q>a,= 

et,  par  le  procédé  déjà  employé, 
(i4)  M*Q/Q?  = 


a,      cij 


Telle  est  la  relation  la  plus  générale  que  nous  voulions  établir. 

En  particulier,  la  relation  (i  3)  montre  que,  si  a,  et  a^  ont  un  diviseur 
commun  ô,  celui-ci  divisera  également  Q^O;  ;  or,  s'il  ne  divisait  pas  Q^, 
il  diviserait  nécessairement  a^  (/  quelconque);  si  donc  on  admet  que 
les  ttj  ont  été  débarrassés  de  leur  plus  grand  commun  diviseur,  il  reste 
démontré  cette  proposition  fondamentale  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,  et  de  a^  divise  Q^.. 

l(î.   Considérons  les  relations  (i);  la  formule  récurrente 


p.  «1   _  -.         _    V-i-^i  a^ 


=  A, 


P<+1  1^1+2 
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permet  d'écrire  le  rapport  ^^  sous  la  forme  d'un  développement  en 
fraction  continue  : 

Réciproquement,  la  relation  récurrente 

|a,+„fl,+„    __  -  P/+n-2«/+>i-2   -.  _    Pt+n-2  l^i-t-n-l 


permet  d'écrire 


1 

P'+ 

«-■ 

2l-l,+»-l 

■f-f-R- 

X,. 

1-«-2 

P/-*-. 

n-: 

il-^'+Zi-S 

(16)   , 

\  S-    Pi+n-iV-i+n-i    ^          J_    P-  +  1  |-^-+2    _;_     P-«- 

l  Xi'-l-«— 3                                           '■;+l                   ^;-i-l 

En  particulier,  admettons  que  tous  les  p,  et  les  a,  soient  égaux  à 
l'unité,  on  aura 

ai    ~  .1.1.         ^_       1        j_    ai+n 

et 

«/+«           -,  .1.1.            .       I        .       a, 


Oi+,i- 


li+n^2  >-<+«-3  '  '  '  ^'  +  1  "i+i 


ce  qui  constitue  un  lliéorème  fondamental  sur  la  réversibilité  des 
restes,  bien  coiiiui  dans  la  lliéorie  des  fraclious  continues  arillnné- 
tiques. 

Admettons  que,  dans  (i")),  «,+„  soit  le  premier  reste  nul  rencontré; 
on  aura  d'après  (4) 

doù  en  divisant,  puis(pie  a,+„_,  7^  o, 
(in)  ^  =  %±. 


Celte  relation  aurait  pu,  d'ailleurs,  se  démontrer  directement,  car 
la  formule  récuiTcnte  (7) 

donne,  pour  p,~^>  le  même  développement  limité  que  pour  p, — ^• 

De  même  admettons  que,  dans  (16),  a,-  soit  le  premier  reste  nul 
rencontré;  on  trouvera  comme  précédemment,  d'après  (4), 


Or 

d'où,  en  substituant, 

(  '  ^)  -^. —  ?'+"-<  Ty 

Cette  relation  aurait  pu  d'ailleurs  se  démontrer  directement,  car  la 
formule  récurrente  ((j) 

p,+„_,  q;^„  =  :x,.+„_,  q;.^,,_,  -  |j.,._^„_,  q;.^„_^ 

conduil,    poMi'    p/+„-t  ^;'"^"  '   3u    même    développement    limité   que 

Vi+n-l 

pour 


«,  +  H-I 

Les  relations  (4)  rappelées  ci-dessus  donnent  par  division 


di       _    H,-t-„  Q'+„-i  (li+n  —  pl^-n-lQivn« 


I-l-«    1 


et,  par  suite, 


0  0'+'     0'+»-' ' 
Pi  Vi+«-i  V<+i 
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a, 


ce  qui   constitue   une   relation   directe  entre   les   deux   rapports 
et 


CJUI 


Enfin,  la  relation  (t3)  donne,  en  supposant 

'<  y  <  A-  <  /  <  '«  <• .  .<  v  <  /  <  u, 

1 


et,  par  suite, 

(20)  v^  =  q^-m;qp  = 


Qi^-n'_M^rv^-0'_^^Q^Q' 


ce  qui  constitue  le  schéma  d'un  développement  en  IVaction  continue 
On  pourra  donc  écrire 


v/ 


ou,  par  une  réduction  facile, 


(<•;«.  ~  Q;Qi     _Q1_     J^     J^    ■■■    ^     Q?^ 

QlQf       g/Q«,       Q'"Q"'  ^■'^^" 

Mais  les  formules  connues 

a,  =  [;.„(,);,  ,  «„  —  p„  ,  <.>!««-. 

permettent  dV\\i)r'imer  —  en  fonction  de   ■    '   -   de  même   ipie      '   <• 
r  '  aj  "j  t-i  *'" 

fonction  de  -"^  • 

70H/7I.  de  Mal/i.  ((i-  série),  lume  III.   -  Fasc.  II,   ni"-.  '7 
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Oïl  obtiendra  donc  un  développement  exprimant  — '-  en  fonction 

(le  '^^-^^^  et  dans  lequel,  seuls,  les  termes   inlernK'diaires  aj,  a;,,  a,, 

<7,„,  ....  a^,  a,  auront  été  envisagés. 

Cette  formule  sera  très  utile  dans  le  cas  où  il  existera  une  relation 
simple  entre  ces  différents  termes,  car  on  pourra  grouper,  en  quelque 
sorte,  nn  certain  nombre  de  fractions  partielles  successives  dans  le 
développement  général  de  la  fraction  continue  considérée. 

!7.  [jcs  formules  établies  précédemment  vont  nous  permettre  de 
déuidulici'  un  théorème  de  la  théorie  des  nombres. 

Considérons  les  formules  récurrentes  dans  lesquelles  nous  supposons 
que  les  p,.  A,,  u.,  sont  des  entiers  quelconques  : 


Soient  de  même  les  relations 


,A+3 


I  VA+//-J  __  ■>  /  \A+n-l  ,,  0*+" 

,■"/.-•-"-:;  V'*+«  +  i    —   ^k+„  'iWkrn+l   ~~   r-A-i-'iVA+N+l) 

,  j\l'+n-l    -  OA^" 

Si  nous  avons  les  égalités 

0,    =^  pp  avec  OL  -h  ^  =  '  -'-  n  -h  k  =a— i, 

A;,'  =  Ap'  ,ivec  a'  -f-  p'  =  /'  +  «  +  A'  +  i  =  t, 

Uj'  ^  ap  avec  a" t-  j3"  =  /  +  //  -l-  A"  -^-  2  =  a  -+- 1 , 
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il  esl  clair  que  Ton  aura 


Q'i+l  Q/.+n  +  l 

OU 

ou,  plus  simplement, 

Vi+H+i  XA+/1+I  ' 

puisque,  par  hypothèse, 

p(  =  pA-h/c 

Plus  généralement,  on  verrait  que 

QI  =  Q|: 

si 

Y  +  o'  =  y'  +  S  =  i  +  «  -f-  A-  +  I  =  T. 

lin  particulier,  la  formule  (S)  deviendra 

QL..,  =  ^.».,QL,Q-::::.  -  p,.„q:.„,.q::;,.., 

et,  si  dans  les  relations  précédentes  on  suppose 

A"  ^  /  +  n, 
d'où 

G  =:  2.1  -h  in-\-  i, 
on  aura 

et,  par  suite, 

lui  ri'prodilisMiil  le  i  aisoinuMiiciU  indicjué  par  Serret  dans  son  article 
du  Tonii'  l;>  tlu  .loiiriKil  île  Liuinillc,  on  arrivera  à  démontrer  que 
loiil  diviseur  diiu  rioudii'c  de  la  tonne  cr — pè*  est,  sous  certaines 
restrictions,  égaleuient  de  cette  foriiie. 

La  formule  (8)  peut  s'écrire  également 

O'      =  ij  ()'     ()"■"+'  — 0-     O'        0'+" 
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Si  dans  les  relations  ci-dessus  on  suppose 


d' 


d 


ou 


A"  =  i  4-  /i  —  I , 
a  =  2J  ■+-  2/1, 

d'où  cette  conséquence  que  Q'^^,,  est  un  diviseur  de  Q'+„„. 
CHAPITRE  IL 

CONDITIONS    GÉNÉRALES    DE    CONVERliKNCE. 

18.  Nous  allons  examiner  en  détail  le  cas  où  le  reste  a„  ne  devient 
jamais  identiquement  nul  et  nous  étudierons  les  conditions  de  conver- 
gence de  la  fraction  continue  illimitée  ainsi  obtenue. 

Dans  un  paragraphe  précédent  nous  avons  établi  la  formule  (17) 
qui,  pour  /  ~  o,  devient 

—  ^=  -7î-r         avec         a«  =  o         {n  iini). 

Nous  allons  cheiclicr  tout  d'abord  si  cette  relation  subsiste  lorsque, 
la  traction  continue  étant  illimitée,  a„  tend  vers  zéro  pour  n^^\  il 
nous  faut  pour  cela  déterminer  les  conditions  de  convergence  de  la 

ti'aclion  YTi  ou  réduite  pour  n  =^  x. 

]m  relation  (^12)  nous  donne 

M?-'  M'' 


q;;.q:-q:q:-.- 


'oP«-l  l^\i^n 
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croù,  en  divisant  par  Q,',,,  Q,',, 


QLi       ?o?„^.Q,UQi_,' 


21     _Qi     _       M^ 

Qi     _>M 
Q*.     ~  Po  ' 


d'où,  en  additionnant  ces  égalités, 

(21)  -p.^=\-  '''  •  ""'  ■  •  ^'"^  ■  ^""' 


Lorsque  //  augmente  indéfiniment,  le  polynôme  du  second  memijre 
devient  une  série  et,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  Caucliv,  cette 
série  sera  convergente  si  la  limite  supérieure,  pour  /i  =  ce,  de 


V  |p"Qi  <.>/,+.  I 

est  inférieure  à  l'unité. 

En  particulier,  cette  condilJDii  sera  évideiuiuent  riMujilie  si,  ///    étant 
la  limite  supérieure  de    7^  j  |Jour  //  =  ce,  nous  avons  l'inégalité 

llm.  inf.  vl7^>^. 

("est  là  lui  r(''siillal  sim[)le  dont  on  [)Ourra  souvent  faire  usage. 

Il  esl,  (railli'uis,  possililc  de  généraliser  C(,'tte  condition,  car  la  rela- 
tion {  '  i  )  donrir 

()"       ()i    —O'       O"    _MlIl'o''*+' 

doij 


l34  AURIC. 

et  l'on  voit  aisément  que  la  série  représentative  de  ^"/"^'  pour  «  =  co 

sera  convergente  si  la  limite  supérieure  de  \ / .'  ', —  "  \U ,  '  ,  est  infé- 
rieure  à  l'unité.  En  particulier,  cette  condition  sera  évidemment  rem- 
plie si,  pour  /i  =  oc,   la  limite  inférieure  de   'vQ|,',a+,I  est  supérieure 


a  m. 


Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  dans  ce  cas  nous  aurons  seulement  dé- 

O"  .     .  O" 

montré  la  convergence  de -^jp-i^  pour  /i  =:>d;   la  limite  de  ,''."''"  avec 

y  ^  (  (mod/f)  pourra  ne  pas  exister  ou  avoir  une  valeur  difl'érente  de 
celle  trouvée  précédemment. 

()0 

Mais,  même  dans  le  cas  où  ~  aurait,  pour  //  =  îc,  une  limite  uni(jue 
et  bien  déterminée,  celle-ci  ne  s(M'ait  iias  nécessairement  étiale  à  —  > 

comme  une  généralisation  hâtive  de  la  formule  (i-j)  permettrait  de  le 
supposer.  En  eiîet,  la  relation  (lo)  donne 

d'où 


<.>;,      "    po  «,q;,        f„«,Q'; 

et  l'on  voit  immédiatement  que  A„  ne  tend  vers  zéro  que  si  a„  est  infi- 

niment  petit  par  rapporta  Q".  Ornons  savons  que— et-^y  (pour/2  =  3o) 

oui  le  même  développement  illimilé  en  fraction  continue;  nous  avons 
donc  ici  un  premier  exemple  de  deux  quantités  pouvant  différer  entre 
elles  et  donnant  cependant  naissance  au  même  développement  illi- 
mité; ce  fait  ne  doit,  d'ailleurs,  pas  nous  surprendre,  car  les  deux 
racines  (.r',.r"),  en  principe  différentes,  de  l'équation  du  second  degré 
x'' —  ax  -i-  />  =  o  donnent  évidemment  naissance  au  même  dévelop- 
penicul 

,    ,      „.            .  h    .    b    .    h    . 
(x,x)  =  a • — 

^        '         /  n  n  /Ê 
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Quoi  qu'il  en  soit,  si,  en  outre  de  la  condition  ci-dessus  admise 

lim.  inf.  y/|  Q^^  |  >  /"  , 
nous  avons  également 

r        •    (■       /l  «1  I  --.   — 
lini.  inr.  i  /    — \j>/)t, 

y  \  o„  \        ' 

il  est  clair  que  nous  aurons  lim  A„  =  o  et  —  ^  lim  ~  ■ 

«1  Qi 

Au  lieu  de  considérer  le  critère  de  convergence  de  Cauchy,  nous 
aurions  pu  faire  intervenir  celui  de  d'Alembert  relatif  au  quotient  de 
deux  termes  successifs  :  soit 

Si  la  limite  inférieure,  pour  A'  =  oo,  du  module  de  celte  expression  est 

0° 
supérieure  à  l'unité,  il  est  clair  que  ~  aura  une  limite,  mais  celle-ci 

ne  sera  égale  à  —  que  dans  certaines  conditions,    par  exemple  si  la 

limite  supérieure  de    ^^^^-'-''—  \,  pour  k  =  ce.  est  inférieure  à  l'unité. 

^  I  P/.-1  "A-l   I       ' 

Posons,  en  efîel,  suivant  que  /r  est  pair  ou  impair, 

pi) 

ou 

Qa  =  Q"  =  — 7"?-        et         a^^=an         avec         1  «■..  |  <K^  • 


i  ori 


On  aura,  en  vei'tu  des  hypothèses  faites, 


^  ■  '  '  ^  ^  I   ?*•    P*-2    P/t-V  Pa+t  ^^  I 


(1  +  0 


d'où 


K;0(+- 2 

P*-l     P*-3  ?a     I 


«/.H 


< 


QL,  1^  (H-e)*-    «   iMi+'O' 
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Pour  a  =  I,  on  a 

I 

--   (H-£)'' 

£)'''|M^' 


Pour  a  =  2,  il  vient  ésalement 


(i  -+-  0^"'  I  X,Mf+'  I  ^  (1  +  O'  !  /,,Mf 


dans  les  deux  cas  on  voit,  d'après  (22),  que  A„  ItMid  vers  zéro. 
La  formule  (21)  peut  également  s'écrire 


Q»  _         M','-'  W,-'- 


ivir  -, 


Le  second  membre  devient  une  série,  lorsque  /t  augmente  indéfini- 
ment et  en  divisant  par  le  premier  terme  tous  les  termes  de  cette  série, 
on  obtiendra  comme  terme  général. 


p„-*M;;:iLOi_,gi_,+, 


pour  /i  =  y:,  et  si  y/]  Q,',  |  tend  régulièrement  vers  sa  limite  |  m  | , 


On  pourra,  comme  précédemment,  étudier  les  conditions  de  conver- 
gence de  cette  série  S.  En  particulier,  si  nr  est  la  limite  inférieui-e 

del-i^l 

I  ?n-l 

il  est  clair  que  la  série  S  sera  convergente  si  |  m  |  <[  m. 

On  arriverait  à  une  conclusion  analogue  par  la  considération  du  cri- 
tère  de  d'Aleuibert:  le  rapport  de  deux  termes  est  ici  é^al  à      /,t^'> 

^'  ^  P/.Q1+! 

soit  à  l'inverse  de  celui  trouvé  précédemment  :  si,  pour  A'  =  3o,  la  limite 
inférieure  du  module  de  ce  rapport  est  supérieure  à  l'unité,  la  série  S 
sera  évidemment  convergente. 
Dans  ce  cas,  on  pourra  écrire 

Hm  (-  p„§)  =  lin.  (— iil— ,)  X  S; 
d'où 

iii"(- q;;q,',  .)  =  s X limf'^^^V 
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Or,  nous  avons 

ii'"(Q,",  ,  Q,!  -  Q;!Q,',  ,  )  =  limf  ^~  V 

V  ^«-,  .„         v„  v„  ,/  VpoP„-,/ 

d'où,  par  soustraction, 

li.n(Q:-,Q:)  =  C-S)lim(^^), 

\Po?n-l/  . 

et,  par  suite, 

d'où  l'on  tire 

(  23  )  liin  y/  jg  =  li  m  y/  ^|^i-  =  ^  • 

19.   Dans  le  paragraphe  16,  nous  avons  établi  la  formule 
( 1 8  )  [i.„^,  -—  ==  p„ Xi^         avec         a,  =  o. 

Nous  allons  également  chercher  si  cette  relation  subsiste  lorsque  — 
diminue  indéfiniment  pour  /*  =  xi  et  dans  ce  but  nous  allons  étudier 
les  conditions  de  convergence  de  pn^vr  pour  n  =  co. 
La  relation  (12)  donne 

^"^"  '       ^"+'  ^"      Plp« 
d'où,  en  divisant  par  Ql,Ql, 

QUi_Qkx-      M" 

et,  par  suite, 

Qkî.  _  !^  -  =      ^^" 
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d'où,  en  additionnant, 

{./.^         .  Q-'+.  _>.    ,         m;;.,  ,      M'3'  M'- 

V  -4  J  r"    Q;^      —  '^n  ■^-  p^^_^  Q«-2  Q;;  - 1    "^  '  "  '  "^  p,  Q^,  C^),:;  "^  p,  Q,',  Q;,  ' 

et  nous  pouvons,  comme  précédemment,  rechercher  les  conditions  de 
convergence  de  la  série  que  le  second  membre  devient  pour  n  =  ce. 
Nous  aurons  à  considérer  la  limite  supérieure  pour  k  et  /i  infinis 

À /|  lYl  n+A-  I 

de  1/   — ^„  ""^À,...-.   ;  si  cette  limite  est  inférieure  à  l'unité,  la  série  sera 

Q'  ... 

convergente  et  p»    "^'  aura  une  limite;  mais  cette  limite  ne  sera  pas 

nécessairement  égale  à  celle  de  [x„^.|  -^i^i,  comme  une  généralisation 

hâtive  de  la  formule  (18)  permettrait  de  le  supposer  :  nous  avons,  en 
elTet,  d'après  (4), 

a,  =  fA„+,Q>„+,  -  p„Ql+,a„, 
d'où 

^^-^^  f""--^-P"^f  =  °"  =  ^;:qi, 

1  ■  •   l«nQ,\  I  •      1  .r-     • 

et  o„  ne  tend  vers  zéro  que  si    — ^-^    augmente  indenmment  avec  n. 

1  I       (7,        I  f^ 

a  O' 

Or,  nous  savons  que  [ji„^.,  -^^  et  Pn-rrr^  ont,  pour  n  =  00,  le  même 

développement  illimité  en  fraction  continue;  nous  avons  donc  un  nou- 
vel exemple  de  deux  quantités  pouvant  être  différentes  et  donnant 
cependant  naissance  au  même  développement  illimité. 
Quoi  qu'il  en  soit,  la  série  (24)  sera  convergente  si  l'on  a 


I  im .  inf .  (  A-  =  co)  VlOlTi  >  m  ; 
il  en  sera  de  même  si  le  module  du  rapport  d'un  terme  quelconque 

limite  inférieure  supérieure  à  l'unité;   le    rapport  p„  '^  "|'  aura,   pour 
n  =  Qo,  une  limite,  mais  celle-ci  ne  sera  égale  à  celle  de  [J.„^_|  -^^  que 
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dans  certaines  conditions  si,  par  exemple,  le  module  de  '  '''"'   ^'"^'  a, 

pour  A"  ^=  3C,  une  limite  inférieure  plus  grande  que  l'unité,  comme  un 
calcul  élémentaire  permettrait  de  le  démontrer. 
La  relation  (24)  peut  également  s'écrire 

Q/'+.  _     m;'  m '3'  m;;_i 

Le  rapport  d'un  terme  au  suivant  est  éeal  à  ,'_,  ,  soit  1  inverse  de 

celui  trouvé  précédemment;  si,  pour  A  =  oc,  le  module  de  ce  rapport 
a  une  limite  inférieure  plus  grande  cjue  l'unité,  le  second  membre  sera, 
à  la  limite,  égal  au  produit  du  premier  terme  par  une  série  conver- 
gente S'.  On  aura  donc 

Q'  ,\      C'     1-    /    m:; 

^''+i    1   ^'  -s/'     im  1    i 


et,  en  tenant  compte  de 

lim(Q:Q^,.-Q:„Q:)  =  lmi^^), 
il  vient 

lnn(-Q,U,Q;)  =  S'xlim(^^J, 

(loù  l'on  tire,  comme  précédemment, 

hmy'-r  =hmy/-^  =  g,-^, 

relation  tout  à  fait  analogue  à  la  formule  (23). 

Rappelons  enfin  la  formule  (20),  qui  résume  en  quelque  sorte  les 
résultats  que  nous  venons  d'obtenir  : 

Nous  voyons  immédiatenirnl  qiu;,  si 

liminf.  v'IQ',  I  !>'"> 


l4o  AURIC. 

l'un  au  moins  des  deux  facteurs  A„  ou  o„  tendra  vers  zéro;  si,  au  con- 
traire, l'on  a 

limsup.  v^l  Q,',  I  <  «î, 

l'un  au  moins  de  ces  deux  facteurs  augmentera  indéfiniment. 

20.  Jusqu'à  présent  nous  avons  étudié  exclusivement  les  conditions 

de  convergence  de  ~f^  et  de  p„  -jjj^  pour  «  =  ce;  mais  nous  arriverons 

à  des  résultats  plus  précis  par  la  considération  des  restes  a,. 
Rappelons  la  formule  (lo), 

a,  =  p„M';+'(Q';+'a„-Q>„,.), 
P„1VIÎ+'  a„a„+i         o'„+i  (i„  ' 


d'où 


_  Q1         Q- 


p„._,lM"    Gn-iCln 


PjM5     «2  «3  «3  «2 

PjMJ  a, «2         as  ' 


et  en  additionnant 

.  ,.,  o«+'       «,   r      I  m;;+'  m;;+{  m:,'+'  i 

^  ^     a„4-,  M  "+'  Lp„  «,;««+!  Pn-l«n-l«/i  P«-2  «^«-2  «»-l  pl^l^sj 

Ijorscjue  II  augmente  indéfiniment,  la  parenthèse  du  second  membre 
devient  une  série  el,  d'après  le  ciilère  de  Cauchy,  cette  séi'ie  sera 

•     1        1-        •  .     •  1  "/I  M/'  +  'l'^  '  <^/i-l-A-««-l-A-+l  I  .    ■      f 

converi:'"nte  si  la  linnle  supérieure  de  \/ est  inie- 

^  ^  VI  ?/,«/.  «A+1  I 

rieure  à  lunilé. 

Kii  particulier,  celle  condition  sera  remplie  si  Ton  a 


m.  inf.  (n  =  oo)  i"/  -^    >  /^'  • 
^  VI  ""-1  '.  1 


Considérons  de  mciue  le  rapport  d'un  ternie  au  suivant,  soit  '-^ > 

'^  '■  HA-i-1  "A+t 
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et  admettons  que  le  module  de  cette  expression  ait  pour  limite  infé- 
rieure un  nombre  a->  i;  il  est  clair  que  le  second  membre  sera  dans 
ce  cas  le  produit  du  premier  terme  par  une  série  convergente  Z. 
On  aura  donc,  en  chassant  les  dénominateurs, 

lim(p„M';^'a„Q';^'  )  =  lim(-  p„(y„^,a„)  =  a,l. 

En  retranchant  de  la  relation  (lo  ),  rappelée  plus  haut,  il  vient 
lim(p„Mf  Q';a„^,  )  =  lim(—  u,,^,  (  V«„^,)  =  a,(v  _  i). 

La  formule  (22)  donne  d'ailleurs 

d'où,  en  tenant  compte  de  l'égalité  ci-dessus, 

limA„^,  =  lim    —   - — ■ — ,  • 

V  ?o«r-       / 

Or,  de  l'hypothèse 

I  '^''+'  I  ^  1  I  '^''^  I  I 

I  a*-i  I    "ï  I  i-'A+i  r 

on  tire  immédiatement 


o„Mr'    ' 


d'où,  en  substituant, 


ce  (pii  prouve  que,  en  général,  sauf  le  cas  exceptionnel  où  Z  =  o,  la 
dillV-rence  [A,,.,  |  décroît  au  moins  aussi  vite  que  le  terme  de  rang // 

d'uMc  progression  gé(>iii('lii(pic  de  raison  -  <  i;  donc  A„  a  pour  limite 
zéro  et  ~  a  pour  liiMile  —  • 

Nous  allons  démontrer  «pie  dans  ce  même  cas  o„  aura  également  une 
limite,  mais  en  général  ^  o. 
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La  formule  (25)  donne  en  effet 

et,  en  tenant  compte  des  relations  ci-dessus, 

lin,S„=  lim  ;-:r'Q':  =  lim  -^  li^±l^; 
d'où,  en  remplaçant  2„  par  sa  valeur, 

limp„  if^  =  ï; 'i»i  ' 

'  "  Q,^  S  —  1  rt„ 

ce  qui  démontre  bien  la  propriété  annoncée. 

21.  Admettons  maintenant  que  le  module  de  ^*~'^^"  '  ait  pourA=oo 

une  limite  inférieure  supérieure  à  un  nombre  a  >  i. 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  le  module  de  la  série  entre 
parenthèses  (26)  sera  supérieur  à 


a  —  2  I 


CT  —  I   \  o„ana„ 


et  inférieur  à 


\  ^  / 

On  aura  donc 

d'où  en  chassant  les  dénominateurs 

(^7)  7^ I «.  I< I p«««Q:U,  K  ^1  ". I- 
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D'ailleurs,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise 

I  I  <^  i  I  P"  ^"  I 

d'où  en  multiplianl 

i««.,q:hI<^-|— I- 

Or  nous  avons 


d'où 


et,  en  tenant  compte  des  relations  ci-dessus, 

(28)  |_^|><,_2; 

c'est  là  une  propriété  caractéristique  de  l'approximation  obtenue  avec 
les  réduites  successives. 

II  existe  deux  cas  généraux  dans  lesquels  la  condition  ci-dessus 

lim.inf.|P*-'''^-'|>g>2 

se  trouve  réalisée. 

En  premier  lieu,  si  l'on  réduit  selon  le  procédé  ordinaire  un  nombre 
incommensurable  en  fraction  continue  en  posant  p„=:[ji.„=i  et  en 
prenant  pour  X„  l'entier  réel  ou  complexe  le  plus  rapproché  de  la  frac- 
tion -î^^i  on  aura  ('  )  : 

a  ;>  5     dans  le  domaine  réel, 
a^  3     dans  le  doinaine  complexe. 

\)i's  lors,  dans  ce  cas,  les  réduilcs  ont  toujours  une  limite  préci- 
sémiMit  égale  au  nombre  incommensurable  donné. 

En  second  lieu,  si  l'on  considère  une  fraction  continue  de  la  forme 

(')    Voir  A.UUIC,  Note  précitée,  p.  Sgg  et  4'-i6. 
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normale  (C)  (§  5),  les  restes  successifs  a^  ordonnés  par  lapporl  aux 
puissances  décroissantes  de  la  variable  auront  leur  degré  maximum 
qui  ira  constamment  en  diminuant.  Si,  par  exemple.  «;,._,  est  de  degré 
maximum  o ,  a/t+,  sera  de  degré  o  —  2 1  et,  comme  p/,  =  i ,  (^l/^  =  x'-'"'  ~ ' , 

il    en   résulte   que    le    rapport    "''"'   ^'~'   sera,   en   général,  de  degré 

m  +  I  (m  =  0).  On  pourra  donc  déterminer  une  valeur  de  la  variable  .r, 
soit  a;^,  telle  que,  pour  |  x"  |  >•  |  a;„  |,  le  rapport  ci-dessus  ait  un  module 
supérieur  à  un  nombre  positif  quelconcpie  fixé  d'avance. 

Dès  lors  la  réduite  — ^  aura,  pour  n  -=00,  utic  limite  éoale  à  —  ;  en 

d'autres  termes,  la  fraction  continue  (C)  est,  en  général,  toujours 
convergente  pour  \.i-\  suffisamment  grand. 

La  conclusion  précédente  tombe  en  défaut  lorsque  le  module  de  k„ 
tend  vers  zéro;  nous  verrons,  en  effet,  que  dans  ce  cas  la  fraction 
continue  possède,  sur  tout  le  plan  complexe,  deux  déterminations 
dont  nous  donnerons  l'expression  algébrique. 

22.   Considérons  la  formule  (26)  ;  on  peut  récrire 

2J _l_    _4_  -J_ 


Pour  étudier  les  conditions  de  convergence  de  la  série  que  devient 
le  second  membre  pour  ii  =  ■xi,  nous  aurons  à  considérer  la  limite  infé- 
rieure de  s/\  M"^'  p„o„cr„+,  |  et  la  série  sera  convergente  si  cette  limite 
est  ;> I. 

En  particulier,  cette  condition  sera  remplie  si  l'on  a 

liminf.  ;yr^>  1. 

De  même  le  rapport  d'un  terme  au  suivant  est  égal  à  '^'"^'  »  c'est- 

à-dire  l'inverse  de  celui  considéré  précédemment;  si  le  module  de  ce 
rapport  a  une  limite  inférieure  >  i ,  il  est  clair  que  le  second  membre 
sera  une  série  convergente  2'.  On  aura  donc 

lini((^);'+')  =  (7,l'lim(a„+,). 
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Or, 

'^'-'-    p„«,Qr'' 

d'où  en  substituant 


Il  en  résulte  immédiatement  que  la  limite  de  A„+,  est,  en  général, 
^  (1,  et,  par  conséquent,  que  la  limite  de  ^  est,  en  général,  diflerente 

de^. 

Nous  allons  démontrer  que  dans  cette  même  hypothèse  o„  tend  vers 
zéro. 

Nous  avons,  en  effet, 

liinr:„  =  !im-^  _§ïll_  =  lim  /  -  SÂ±i 1 ^. 


En  vertu  de  l'hypothèse  admise  nous  avons 


d'où 


lim|o„|<-î;;   p„%i !-^ 


ce  qui  démontre  la  propriété  annoncée. 

Nous  allons  résumer  sommairement  les  résultats  ci-dessus  : 

(A)  lim.sup.   ^- — <'• 

Dans  ce  cas  la  réduite  —{  a  une  limite  cpii  est,  en  général,  égale  à  ^^-; 
par  contre,   p„  y.'l'   a  une  limite  généralement  diflerente  de  celle  de 

(13)  lim.inf.k^"'"^"'|>r. 

Jouiii.  de    Malk.  (6'  série  ),  Loin i-  III    —    l'asc.  U,  mjov  '<) 
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Dans  ce  cas  la  réduite  ~  a  une  limite  qui  est,  en  i^énéial,  clilîérenle 
de—;  par  contre,  pn-T^  a  une  limite  généralement  égale  à  celle  de 

Il  en  résulte  que  la  fraction  continue  (  —  j  ou  la  fraction  continue 
renversée  |i^±tii!^±i|  est,  en  général,  susceptible  de  deux  détermi- 
nations distinctes. 

(C)  Dans  les  cas  intermédiaires,  les  séries  considérées  ci-dessus 
deviennent,  en  général,  divergentes  et  l'étude  de  la  fraction  continue 
devra  être  faite  au  moyen  des  méthodes  développées  dans  les  Cha- 
pitres suivants. 

Nous  pouvons  toutefois  obtenir  un  résultai  intéressant  dans  le  cas 

où  le  rapport  '^''^^  "''^'  tend  régulièrement  pour  k  =  x  vers  sa  limite  e'-"', 

si,  en  outre,  Ton  admet  que  — ^  tend  régulièrement  vers  sa  limite. 
Posons,  en  effet. 


lim  '''"'  =  m\ 

d'où 

Or,  la  relation 

donne 

Pa-.«A--.  =  >^A«A-  I-«-A+.f'A-. 

•i                p/^l«A— 1      ,       !-tA  +  l«/,  +  l 

et,  par  suite. 

«A                            «* 

Nous  voyons  donc  (|uc,  dans  ces  condilions,  le  rapporl 


V'pA-ll^/.-+l 

poui'  liinilc,  pour  A  :^  x,  un  nonibie  réel  comijris  cnli'c  —  2  et  -+-  a. 

23.   Nous  pouvons,  dans  un  cas  parliculicr,  ('■lablir  une  |ii(i|i()sil  ion 
(|ui  est,  en  (|U('l(|iie  sorte,  la  ri''cipro(jue  de  la  précédente. 
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Considérons  la  relation  récurrente 
dans  laquelle  nous  avons  posé 

Pn  =  P-«  =  I  • 

Cette  relation  peut  s'écrire 
Admettons  que  l'on  ait 

rA„i>2(i  +  £).    |j|i-|>i  +  £, 

on  en  conclura  immédiatement 

I O»     I 

I  Q?,  I  -^    ^  ^* 
Or,  nous  avons 

|gi|  =  iA,i>2(,  +  .). 

I  Vi  I 

La  proposition  étant  vraie  pour  n  ^  \  se  trouve  dès  lors  démontrée 
d'une  manière  générale. 
Nous  pouvons  donc  écrire 

liminf."v/|Qn>i  +  £, 

et,   en  vertu   des  résultats  établi»  au   paragraphe  18,  nous   sommes 
assuré  de  la  convergence  de  la  réduite  ^  [)our  n  =  ce. 
Posons  maintenant 


A„  =  a„  +  i.b,,,         ^^  =  c„  -+-  id„ 

Vn-l 


Il  viendra 


-^  =  c„..  +  id„^,  =  a„  +  ,b„  -  3-^-^^  =  a„  +  ib„  -  ^r^rjl 


i48 
d'où 


<+,  =  hn  +    „,_      "    .,  ■ 


11  résulte  de  cette  relation  que,  si  tous  les  b„  ont  le  même  signe  et 
si  d„  possède  ce  signe,  il  en  sera  de  même  de  rf„+,  et  Ton  aura,  en  outre, 

\d„^A>\l>.,\. 
En  posant 

cl  +  dl  =  -.l, 

nous  aurons  la  formule 

d,,^,  =  l>„  +  -V  +    ,  ,      +    .  ,      ., H •  •  •  • 


'H  •■ii-l  -ii-i 


Je  disque,  si  la  série  ^\b„\  a  une  somme  S>r,  il  est  impossible 
d'avoir 

lim.  sup.  ':„5i, 

car  on  aurait  évidemment 
et,  par  suite, 

T,,+  ,>|rf„^,|>I, 

ce  qui  inqjlique  contradiction. 

En  admettant  donc  que  t„  tende  régulièrement  vers  sa  limite  nous 
pourrons  écrire 

lim.inf.  yr(rT>i, 

et,  dès  lors,  la  convergence  de  ^  pour  n  =  co  est  assurée  sous  les 

conditions  énoncées  précédemment. 

Jùi  combinant  les  deux  résultats  que  nous  venons  d'oi)tcnir  et  en 
remarquant  que  les  A  premiers  termes  (A'  fini)  d'une  fraction  continue 
sont  sans  influence  sur  la  convergence  de  celle-ci,  nous  pouvons  établir 
la  ])ropositinn  suivante  : 

Si  dans  une  fci^ioii  du  plan  cumpli'.ic  les  A„  soni  /t'/.s  //i/'i/s  sdtis- 
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fassent,  pour  n  >  A",  à  l'une  des  deux  conditions  suivantes  : 

(a)  \W>'^, 

(h)  X„=a„4-«£„         (a„  réel), 

£„  pouvant  être  très  petit,  mais  ayant  un  sis^ne  constant  avec  |2£„  |  >  i , 
la  réduite  —■  sera  convergente  dans  cette  région. 

Par  conséquent,  si  X„  tend  régulièrement  vers  sa  limite,  il  est  aisé 
d'en  conclure  que  la  réduite  sera  partout  convergente,  sauf  sur  les 
points  pour  lesquels  on  aura 

liinA„=!;;, 

jH  étant  un  nombre  réel,  coin|)ris  entre  —  2  et  +  2. 

C'est,  dans  un  cas  particulier  (f„=  u-,,  =  i),  la  réciproque  de  la  pro- 
priété démontrée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent.  Nous  arrivons 
ainsi  d'une  manière  élémentaire  à  la  notion  de  coupure  qui  sera  étu- 
diée plus  en  détail  dans  les  Chapitres  suivants. 

Remarquons  en  terminant  que  le  développement  général  (1  5) 

(I,  '  Xj  A3  Hi 

se  ramène  dans  deux  cas  particuliers  à  la  forme  de  développement 
étudiée  ci-dessus. 

1°  Si  p,_,  ==  p-j-t-o  o"  ol)tient 

a^  X|    .     I     .     I     .     I     . 

a,  p,|         X,         Xj         >; 

Pi         Ps         p3 
ce  qui  était  évident  a  priori . 
2"  Si  p,-^  [x,,  on  aura 

Po«o  _^j_JL_^_L_L_!__L 
p,  a,         p,         X2        X3         Xj 

Pî  P3  Pi 

et  les  conclusions  précédentes  s'appliquent  immédiatement. 


i5o 


CHAPITRE  III. 

LES    FRACTIONS    CONTINUKS    MÉROMORPHES    KT    QUASI-JlfiROMORPHES. 

24.  Considérons,  comme  dans  le  paragraphe  3,  la  fraction  continue 
^— X  —  L  —  1.  —  L  — 

dans  laquelle  les  X„  sont  : 

a.  Ou  des  polynômes  en  x  de  la  forme 

A„  =  OL„xJ  -h  ^„xJ-'  + . . .  -f-  v,,/'--''  ; 

b.  Ou  des  polynômes  eny  =^  \fx  de  la  forme 

\=  oiny-^*'  +  J3,  j^^-'  +. . .  +  v„j'-^^ 

Nous  admettrons  que  la  série  ]>]  |  ^n  |  est  uniformément  convergente 

dans  un  certain  domaine  et  nous  allons  étudier  les  conditions  de  con- 

.    S„ 
vergence  de  ç-  • 

Rappelons  la  relation  récurrente 

et  considérons  les  symboles  ^"  définis  par  la  relation 

^";.  =  l^"l^«  +  tL,  avec         ^:  =  o,     t."  =  '- 

Il  est  clair  que  :^"  sera  une  fonction  majorante  de  Q°  et  Ton  pourra 
écrire  avec  M.  Poincaré  (') 

iq:i<^:. 


(')   La  f'onclion  majorante  est  réalisée  effecti veinent   lorsque  tous  les  \„  sont 
réels  et  ailcrnativenieiil  de  sifrne  conliairo. 
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Or,  les  conditions  de  convergence  de  ^"  (pour  n  =  oo)sont  faciles  à 
établir  (')  :  nous  avons,  en  effet, 

?.:..  +  "^,"<(i  +  |A„i)(t:+t:-,), 

d'où 

^:.,<'?;;.,  +  ?:<n(i+ix,-i). 

En  posant 

i  1^,1 -S, 

on  aura  évidemment 

( 29)  liin I  Q"  I  <  lini ^"  <  e^ 

D'autre  part,  la  formule  récurrente 

donne  par  l'addition  de  k  égalités  successives 

q:-.-(-')*q:-....=2(-')'a„..,q:..- 

Grâce  à  la  convergence  de  la  série  T!  |  ^n  |  et  à  la  limitation  du  module 

1 
de  Q"+2('  cette  égalité  permet  de  démontrer  la  convergence  uniforme 
dans  le  domaine   considéré   de   (— i)"^^,,   [de    même  que   celle  de 

Posons  (-) 

Po=lim(-i)"0;',„  l„  =  lin,(— iV'Q';,,,, 

ces  deux  fonctions  seront,  selon  l'expression  de  M.  Maillet,  des  fonc- 

(')  Stern,  Journal  de  C relie,  t.  '.\~ .  —  Stiei.tjf.s,  Op.  cit.,  p.  Sg. 
(')  P  (initiale  de  pair),  I  (iiiill:il<'  de  impair)  pour  indiquer  la  parité  de  l'in- 
dice inférieur  qui  rrnil  iiidéliiiiriienl. 
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lions  quasi-entières  aux  deux  points  essentiels  o  et  ce  et,  comme  A„  est 
de  degré  maximum  j  en  x  (ou  ij  -+-  i  en  y)  et  y  —  i  en  —  fou  2/  —  i 

en  -  ]>  on  verra  directement,  en  appliquant  le  théorème  de  M.  Hada- 

mard,  que  l'ordre  apparent  et,  par  suite,  le  genre  de  ?„  et  de  I„  sont, 
au  plus,  égaux  aux  degrés  maxima  ci-dessus. 

On  démontrera  de  même  que  les  symboles  (—  i)''Q2«^K~  i)"Q2n+i 
ont,  comme  limites  pour  n  =  co,  deux  fonctions  quasi-entières  P,  et  I, . 

La  relation 

QLQU,-Q:„.,Q:„=Mr=i 

donnera  à  la  limite 

P„I,-P.I„  =  i, 

ce  qui  prouve  que  les  fonctions  P„,  P,  (comme  P„,  I„)  ne  peuvent 
avoir  aucun  diviseur  commun. 

Les  réduites  777^»  ^1'"^'  ont  donc   comme  limites  deux   fonctions 

V-2'l         V  2:1+1 
PI 

quasi-méromorphes,  j^,  y'  lesquelles  sont  essentiellement  distinctes 
sur  tout  le  plan  complexe,  car 


puisque 


et  cette  inégalité  subsiste  évidemment  à  la  limite. 

Dans  ce  cas,  on  dit  communément  que  la  fraction  continue  est 
oscillante  ('),  expression  qui,  à  notre  avis,  n'est  pas  exacte,  car  nous 
avons  seulement  démontré  que  les  réduites  de  même  parité  tendent 
vers  une  limite  bien  déterminée;  nous  allons  voir  qu'en  faisant  une 
restriction,  d'ailleurs  bien  naturelle,  on  peut  dire  (jue  la  fraction  con- 
tinue possède,  en  général,  deux  valeurs  bien  déterminées. 

(')  SriiiLTJFS,  op.  cit.,  |).  39  et  l\o. 
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D'après  la  formule  (4), 

s„  =  q:  s„^.  -  q:„  s„,      s,  =  q:s„^,  -  q;,„  s„, 

d'où 

s"  ~  ~~~ s    ' 

Vn         Vn+1  c 

S 
on  peut  considérer  la  fraction  ^^  comme  la  limite  d'une  suite  de  frac- 
tions continues  périodiques  mixtes  dont  les  n  premiers  termes  sont  les 

S 
mêmes  que  ceux  de  ^)  le  n"'""  se  répétant  uniformément  à  l'infini  et 

formant  à  lui  seul  la  période;  il  est  clair  qu'à  la  limite  on  pourra 
écrire 

lim>i„  =  o, 


,•      s„ 

■>              I 

•^n+l 

lini  ^ 

d'où 

lim  -r-^  =  ±  i,         i  =  \/- 

et,  par  suite, 

(3o) 

S,  _p„±n„ 

s,  -  p,±n,    ^  > 

s        .      • 
La  fraction  continue  Y=  ^  satisfait  donc  à  une  équation  du  second 

degré 

(3,)  (?:+  r;)Y^  -  ■2(\\l\  4-  1„I,)Y  +  Pl+ll  =  o. 

On  peut  dire  également  qu'à  la  fraction  conlimie  correspond  une 
substitution  modulaire  dans  toute  la  région  du  plan  complexe  définie 
plus  haut 

,.       P.-I„Z 


I,Z 


FJ.-LP  - 


(')   L'a|ipli(ati<jii  du  llu''()i'éiiie  de  M.  l'olncan;  dont  il  sora  quesliuii  au  Clia- 
pitrc  huivanl  conduirait  au  uu'ine  lésullat. 

./ourii.  de  Matli.   (li-  si-iic),  Idiiic   lU.  —    Kj-c    11,   iç)<i7.  '-^f* 


i:j4  auric. 

On  aurait  obtenu  de  la  même  manière 

et 

Sq     _     s.     ^     ^      s,„ 
Podzn„      p,±n,     ■•      p,„±n„,' 

P,„,  I,„  étant,  comme  Pp,  I„,  des  fonctions  quasi-entières  satisfaisant  à 
la  relation 

(32)  pj„_p„J„=_QO^. 

2d.   Maintenant  admettons,  comme  précédemment,  que  lini|A„|=:() 
et  soit  m  l'exposant  de  convergence  de  la  série  2]  |  A„  |  ;  par  hypothèse, 

Vl^nl"'"*"^  converge  et  ^l^^nl""'  diverge  et,  selon  que  ^|  A„|"'  converge 

ou  diverge,  ni  est  appelé  Vexposanl  de  convergence  par  excès  ou 
par  défaut. 

Nous  avons  toujours  l'inégalité  fondamentale 

1 

Soit  p  le  plus  petit  entier  tel  que  la  série  T^l'^w  1^"*"'  converge,  nous 
pourrons  écrire,  avec  M.  Lindelof  (^'), 

I L(i -+- 1  A,|) |<  LM  _  MV. . .  +  (-  1^"' ^^  +  A |X, r, 

T  élanl   un    nnuilire  (pielcomjue  compris  entre  p  et  p  -+-  i  et  A  une 
constante  (pii  se  d(''termine  aisément  ipiand  t  est  d(iimé. 
En  posant 

(')  Houei,,  L(içons  sur  las  Jonctions  niéroniorpltes.  p.  àa. 
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on  aura 

d'où,  en  passant  à  la  limite  et  en  faisant  i  =  m  -\-  t  ou  t  =  m  si  ce 
dernier  est  Fexposant  par  excès,  on  aura 

lim|  P^l  <C  ^    '  (£  =  o  dans  la  dernière  hypothèse). 

Cette  inégalité  hniite  supérieurement  l'ordre  apparent  et,  par  suite, 
le  genre  de  P,"(«  =  co),  dont  nous  allons  démontrer  la  convergence 
uniforme  pour  des  valeurs  de  n  de  même  parité,  augmentant  indé- 
finiment. 

En  remplaçant,  dans  Q))^,  =  ^«Q"  —  Q"-,»  Q"  par  son  expression 
en  valeur  de  P°,  il  vient 

p°^,  =  A„«„p;;  ^  ^/„_,M„p;;_,, 

d'où  l'on  tire 

|p:+j  +  I"«p;;i<I"«i('  +  i^«I)(|p;;i  +  |//„  ,pl,|) 

<ni'Ai(.  +  |x,i). 
1 

Je  dis  que  la  série  ^  1 1  ««  |  (  i  -t-  |  X„  |  )  —  1 1  est  convergente,  car  ou 
a,  à  partir  d'une  valeur  finie  de  n, 

I  //„  I  (i  +  I  X„  IX  e*i^"ix  14-  R  A  I  X„  \\ 

En  (;onsé(pieiicc,  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  exatiiiné  plus  haut 
et  l'on  démonticia  <pie,  selon  la  parité  de  n,  P))  tond  uniformément 
vers  deux  limites  'i\,,  -^g,  rpii  sont  deux  fonctions  quasi-entières  dont 
l'ordre  apparent  et  le  genre  sont  au   [)lns  égaux  aux  degrés  maxinia 

des  X„  inulliplii's  pai'  ///,  exposant  de  convergence  de  la  série  ^l^,,!; 


So 

O" 

- 

Ql 

1+1 

s, 

Q,i 

- 

■Ql. 

1+1 

s„ 

= 

r 

P" 

■  l'r 

,- 

p 

0          S„ 

s, 

1',' 

"i, 

I' 
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dans  le  cas  oi'i  cet  exposant  est  inférieur  à  l'unité,  nous  obtenons  un 
résultat  plus  précis  que  celui  établi  dans  le  paragraphe  précédent. 

De  même  on  démontrera  que  P,',  tend  uniformément  pour  «  =  oc 
et  selon  la  parité  de  /*  vers  deux  fonctions  quasi-entières  'P,  et  :),  de 
môme  nature  que  'P„  et  Si„. 

En  remplaçant  les  Q^  par  leur  valeur  dans 


il  vient 


d'où,  en  passant  à  la  limite  et  observant  que 

lim  a„  =  I ,  lim  ;r-^  =  ±  i, 

on  aura 

^>  =  _L  îi^ih. 

s,         «1  f,  ±  <-3, 
De  la  relation 

o;;(^);,^,  — o°^,q;=i 

on  tire,  en  passant  à  la  limite, 

cp  étant  un  polynôme  en  x  et  -  dont  les  degrés  maxima  sont  au  plus 

égaux  aux  genres  de  ^o,  $,,  Dès  lors,  en  faisant  rentrer  cette 

exponentielle,  de  même  que  le  facteur  m,,  dans  la  composition  de  ces 
fonctions  quasi-entiéres,  on  pourra  écrire  comme  précédemment 

So        Po±«I„  


S,        P,±tl, 


P„l, -I„P.  =  i. 


Cette  proposition  pourrait  d'ailleurs  se  généraliser  dans  le  cas  où 
;//  ne  serait  |)as  un  nombre  fini;  on  serait  alors  conduit  à  des  fonc- 
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tiens  quasi-entières,  d'ordre  apparent  infiniment  grand  ou  infiniment 
petit,  auxquelles  on  pourrait  faire  application  des  résultats  obtenus 
par  MM.  Borel,  Maillet,  Boutroux,  etc.  Nous  n'insisterons  pas  sur  cet 
ordre  de  recherches,  notre  but  étant  simplement  d'établir  ce  théorème 
fondamental  que,  lorsque  |X„  |  tend  uniformément  vers  zéro  pour  n-=ro, 
la  fraction  continue  représente  formellement  deux  fonctions  quasi- 
méromorphes  dont  l'ordre  apparent  a  une  limite  supérieure  égale  au 

produit  de  l'exposant  de  convergence  de  la  série  2l^«l  P^'"  ^^  degré 
maximum  de  X„. 

23*".  Considérons  deux  polynômes  entiers  U,  V,  premiers  entre 
eux;  on  sait  qu'il  est  possible  de  déterminer  deux  autres  polynômes 
de  degrés  inférieurs  aux  précédents  et  tels  que  l'on  ait 

SU-RV  =  i. 

Peut-on  étendre  ce  théorème  aux  fonctions  entières  ou  quasi- 
entières?  Nous  allons  voir  par  les  résultats  précédents  que  cette  géné- 
ralisation n'est  possible  que  dans  les  cas  où  sont  réalisées  les  conditions 
d'exception  de  M.  Picard  dans  son  théorème  sur  les  fonctions  luéro- 
morphes. 

Considérons  donc  deux  fonctions  quasi-entières  P,  Q  aux  points 
essentiels  o  etoo;  en  réduisant  en  fraction  continue  la  fonction  quasi- 

P 
méromorphe  j=7>  il  est  clair  que  nous  aurons 

P  _  piO>  —  Pi 

Q  ~  Çif^  —  Çî' 
P^i  Pn  ^o  'Il  étant  des  fonctions  (|uasi-entières  satisfaisant  à  la  relation 

A.  Dans  le  cas  général,  w  est  une  fonction  quasi-méromorphe  -rj 
par  suite,  l'on  pourra  écrire 

V  =  p,¥  -  pX,,         ()  =  <7,  F  -  y.  G, 
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d'où  l'on  tire  aussi 

par  conséquent,  en  général,  F  et  G  auront  des  ordres  apparents  non 
inférieurs  h  ceux  de  P  et  de  (). 

B.  Admettons  que  co  soit  une  fonction  quasi-entière  F  :  nous  nous 
trouvons  dans  le  premier  cas  d'exception  signalé  par  M.  Picard;  la 

P 

fonction  quasi-méromorphe  -^  est  équivalente  (au  sens  de  Dedekind) 

à  la  fonction  quasi-entière  F;  on  aura  donc 


P  _  /,,  I 


Q        7.F-?. 


et         ^.P  — p.O 


Il  est  clair  que  ^  ne  peut  jamais  devenir  égal  à  —  • 

De  même,  si  co  est  égal  à  l'inverse  d'une  fonction  quasi-entière  p  ^ 

on  aura 

P        p,  —  p«G  .  j~.  ^ 

Q        91  — 9«G  ^-  ^■'^ 

-7-  ne  pourra  jamais  devenir  égal  a  ^—■ 

C.   Admettons  enfin  que  w  soit  une  exponentielle  e'^;   nous  nous 
trouvons  dans  le  second  cas  d'exception  de  M.  Picard,  puisque  la  fonc- 

tion  quasi-méromorphe  ^  peut  se  mettre  sous  la  forme       ^_      •  On 

en  tire 

et,  par  suite,  la  fonction  ^  ne  devient  iamais  égale  ni  à  —  ni  à  —• 

On  en  conclut  d'une  manière  générale  que  les  équations  exception- 
nelles de  M.  Picard  (  —  =  (j;),  si  elles  existent,  seront  obtenues  par  le 

développement  de       en  fraction  continue;  ce  sont  les  solutions  de  ces 

équations  qui  permettront  de  généraliser  le  lliéorèmc  sur  les  })oly- 
nomes  entiers  l'appelé  au  (h'Iiiit. 
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26.   Considérons  la  fraclion  continue 
S,  "  > 

et  admettons  que  la  série  ^^l  P^«  I  «oi*  uniformément  convergente  dans 

un  certain  domaine. 
Posons 

ii..i=s. 

2 

La  relation  récurrente 

conduit  à  la  fonction  majorante  ^'„  définie  par  ■^„^,  =  ^" , -t-  j  aj^',,, 
avec  les  conditions  initiales  '^"„  =  <>,  ^",  =  i;  d'où  Ton  tire 

et,  par  suite, 

Donc  nos  raisonnements  restent  les  mêmes  que  ci  dessus  et  nous  pou- 
vons démontrer,  grâce  à  la  convergence  uniforme  de  ^|u.,|  et  à  la  limi- 
tation du  module  de  Q);,  que  ()",  tend  uniformément,  pour  «  =  co  (  '  ), 
vers  une  fonction  quasi-entière  ry„  dont  l'ordre  ai^pareut  dépend  du 

degré  de  ij.,  cl  de  l'exposant  de  convergence  de  T^l  [J-,  1- 

Ou   démontrera  de   même  que  Q,',  tend  vers  mu-   fonclion  (piasi- 


(')   On  Li,  en  ull'iît,  quelle  ^116  soit  la  parité  de  /  , 

/,     I 
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entière  q^  et,  par  suite,  la  réduite  ^  aura  pour  limite  une  fonction 

quasi-méromorphe  —  • 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  se  complète  immédiatement 
dans  le  cas  où  l'exposant  de  convergence  de  la  série  n'est  plus  un 
nombre  fini,  mais  une  quantité  infiniment  grande  on  infiniment  petite. 

Considérons  de  même  la  fraction  continue 


et  admettons  que  la  série  ]S   r    =  ■^  soit  uniformément  convergente 

dans  un  certain  domaine. 

La  fraction  continue  peut  s'écrire 


Sq        ^^       ■        \,\,       .       XJ.3       ■       X3)., 

X,S|  1  I  I 


et  nous  sommes  ramené  au  cas  précédent. 
La  relation  récurrente 

conduit  à  une  fonction  majorante  ^",  pour  laquelle  on  a 

d'où 

Par  suite,  en  observant  que 
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el  que  la  convergence  uniforme  de  la  série  7  —  entraîne  celle 
de  V  r —  \,  on  pourra  reproduire  presque  identiquement  les  raison- 
nements ci-dessus  et  Ton  arrivera  à  démontrer,  si  —  est  un  polynôme 

entier  en  x  et  ->  que  la  fraction  continue  a  pour  limite  une  fonction 

quasi-méromorphe  dont  l'ordre  apparent  et,  par  conséquent,  le  genre 
ont  une  limite  supérieure  facile  à  déterminer. 
Enfin,  supposons  que,  dans  la  fraction  continue 

So    _         ^    tf2    ^     1^     J_ 

S,  ""        I       I      ■••' 

on  ait 


on  pourra  écrire  cette  fraction  sous  la  forme 

^0  _  j  ^  _L  ^  _L  j :_  j i_  j 

S,  I  1^2  1^3  ,U,|^j 


Le  produit  de  deux  dénominalcurs  partiels  successifs  est  égal  à  —  et 

Krt 

tend  vers  zéro;  donc  l'un  au  moins  de  ces  deux  dénominateurs  tend 
également  vers  zéro.  Si  tous  ces  dénominateurs  tendent  vers  zéro, 
nous  retombons  sur  le  cas  examiné  précédemment;  si  un  certain 
nombre  de  dénominateurs  successifs  tendent,  les  uns  vers  zéro,  les 
autres  vers  une  limite  finie  ou  infinie,  en  groupant  c'es  dénominateurs 
suivant  la  formule  donnée  au  paragraphe  17,  on  obtiendra  une  nou- 
velle fraction  continue  dont  le  dénominateur  tendra,  en  général,  vers 
une  limite  bien  détermiiH'e.  L'étude  de  la  convergence  de  ces  fractions 
fera  Tohjet  du  (lliapilic  suivant. 

27.    Nous  allons  a[)[ili(|ii(M-  les  l'ésnllals  qu<!  nous  venons  d'obtenir 
à  l'étude  des  fractions  continues  de  Stieltjes. 

Journ.  de  Matli.  (()•  série),  loinc  III.  —  Fasc.  II,  1907.  '^^ 


i6i 


Soil  '^,-  =  — j—^  une  fraction  dont  les  termes  sonl  ordonnés  par 


rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable 
En  posant  x  =;  y-  nous  avons  la  formule  (F) 

S.  .      t      .      t      .      I      . 

<x,y 


j2'-'b,  -^  a.^/  CC3J  u.^y 

i"  Supposons  que  lima„~o;  nous  déterminerons  comme  précé- 
demment des  fonctions  P„,  I,,,  P,,  I,  qui  seront  des  fonctions  entières 
de  y  de  la  forme 

avec 

P„I,  -  l„P,  =  .rR„Cx)T,(x)  — R,(x-)T„(x-)  =  t. 

La  fraction  ^  sera  égale  à  la  fonction  méromorphe 


(v: 


.,_i  v/ïlHo(.r)  ±  tR,(j:-)  _     ,_,  xRo±  «v/xR, 


Sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  (pie  la  fraction  con- 
tinue représente  formellement  les  deux  racines  d'une  équation  du 
second  degré,  l'origine  étant  précisément  le  point  critique  autour 
duquel  se  permutent  les  deux  racines. 

Si   m   est  l'exposant  de  convergence  de  la   série  ^ia„|,    l'ordre 

ap|)arent  de  1»„,  U|,T|,,T|,  en  y  sera  au  pins  égal  à  /n  et,  par  suite, 

11      1  I       ■      1  '  "' 

I  ordiT  a[i|)an'nt  en  ./■  sera  au  pins  égal  a  --• 

i'^n  particulier,  si  ///  <^  :i,  i^s  fonclioiis  seront  (!<•  gcnri'  zi'ri)  l'U  .1:. 
2"  Supposons  inaiiilenant  que  linia„  =  cc. 
La  fiaction  eonlinm'  jiourra  s'(''(  inc 

II  II 

Sq     .     a,  a.,  a?     .     ocjoj  :r     . 

a,  S,  I  I 
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Si  m  est  l'exposant  de  converi;ence  de  la   série  V   K  nous 

l 

savons  que  la   fraction    continue   représentera   une   fonction    niéro- 
mon)lie  —  en  -  dont  Tordre  apparent  sera  au  plus  égal  à  m. 

La  fraction  ^^  est  donc  égale  à  la  fonction  —  sur  tout  le  plan  coni- 

plexe,  sauf  peut-être  à  l'origine  qui  est  un  point  essentiel  pour  chacune 
des  deux  fonctions. 

CHAPITRE  IV. 

LES    FRACTIONS    CONTINUES    PÉRIODIQUES    ET    ASYllPTOTIQUEMENT    l'ÉRIODIQUES. 

28.   Considérons  tout  d'abord  la  fraction  périodique  simple 

\         k         k  ' 

et  posons 

Y  satisfait  visiblement  à  l'équation  du  deuxième  degré 


dont  les  racines  sont  ;  et  ^  ■ 

Nous  allons  démontrer  que  Y  =  r  si  |  :;|  >-  |  [j.|  et  Y=  —  si  |  j|  <[  |  li.|; 

en  d'autres  termes,  que  la  fraction  continue  représente  toujours  la 
racine  de  plus  grand  module. 

J'our  I  c:  I  =  I  [a|  les  deux  racines  ont  le  même  module  et  la  fraction 
continue  n'est  pas  convergente. 

Dans  le  cas  actuel  la  détermination  explicite  des  symboles  QJ|  se 
fait  sans  aucune  difficullé. 

I,,a  relation  récurrente 


q;;..  =  (--  +  Ï)q:->'^^<>i;;- 
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a  pour  solution  générale 
On  a  bien  en  effet 

ce  qui  est  la  vérification  de  la  propriété  annoncée. 
Pour  déterminer  A  et  B  nous  poserons 

Q;|  =  o  =  A  -I-  B,         d'où         B  =  —  A, 

Q:=.-i  =  A.  +  Bi^=A(..-Ç), 
d'où 

A= ^,, 


et,  par  suite, 

(33)  q;  = ^-i/- 


formule  (ju'on  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  ('). 

(')  D'une  manière  générale,  si  l'on  a  la  fraction  continue 

Y-      ^  ft  -L  _^Ë_  ^  _^!_  ^      ^- 

on  aura 

2"  —  3" 
O"  —  —  - —, 

et  l'on  t'tai)lira  la  formule  générale  de  récurrence 

0»^;,_=  (2'' -h  p*)Q»  —  c(<p*Q»_4.. 
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D'autre  part,  il  est  clair  que 

-«-1. 

d'où  il  vient 


^=— (r'^'(r-(r' 

Lorsque  - 1  >  i ,  cette  expression  a  évidemment  pour  limite  [i. 
,  au  contraire,  on  a  -   <  i,  la  valeur  limite  sera  p-^  — 


z  z 


Dans  le  cas  intermédiaire,  si  l'on  pose  z  =  u.'^^',  il  viendra 

qT  =  !^  e{«-i)e-_e-(«-'^'  ~  ^  sin(/i  —  1)6  ' 

expression  qui,  en  général,  n'a  pas  de  limite  bien  déterminée  pour 
n  =  îc. 

29.  En  appelant  Y'  la  racine  conjuguée  de  Y  on  aura 

"  ~  Y  ^  V  Q!î 
11  viendra  donc 

Les  racines  du  dénominateur  sont 

Nous  allons  décomposer  Y'  en  une  somme  de  fractions  simples 

■in 

'     ^z  —  ai- 
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En  utilisant  le  théorème  de  LasTangre  on  trouve  facilement 


AO,, 


nous  remarquons  que  —  =  — ,  il  vienara 


Y'  =  2 


Ira 


9.Tz{z—  (xe»*') 
d'où,  en  passant  à  la  limite, 


(34)  Y'=  f    ;^ 


-e^9') 


^0. 


{z-iie'^') 

Telle  est  la  formule  fondamentale  qui  permet  de  mettre  une  fraction 
continue  périodique  simple  sous  la  forme  d'une  intég:rale  définie  à 
coupure. 

Dans  le  cas  actuel,  la  coupure  est  représentée  par  l'écpiation 

z  —  lue^'  ~  o, 

dans  laquelle  0  varie  de  o  à  211. 

A  cette  équation  correspondent,  en  posant  z  =  x  -h  yi,  une  ou  plu- 
sieurs courbes  ou  portions  de  courbes  le  long'  descjuelles  \'  est  indé- 
terminée :  sur  ces  courbes  également  les  deux  racines  que  la  fraction 
continue  peut  représenter  ont  même  module;  partout  ailleurs  la  frac- 
tion continue  est  convergente. 

La  formule  (34)  devient,  en  posant  r'"  ==  u, 


Y'  = 


t/3  1^ 
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et  sous  cette  forme  on  reconnaît  immédiatement  l'analogie  avec   les 
intégrales  de  Slieltjes. 

50.   Comme  premier  exemple  considérons  le  cas  simple  a  =  i .  Il 

résulte  de  ce  cjui  précède  que  la  fraction  continue  Y  représente  -  à 

l'intérieur  du  cercle  de  rayon  un,  décrit  de  l'origine  comme  centre 
et  z  à  l'extérieur  de  ce  même  cercle. 

Nous  sommes  en  présence  d'une  ligne  singulière  fermée  et  de  deux 
domaines  distincts   de   représentation  à  chacun  desquels  correspond 


intégrale 


Y'=  A  /  ^./«, 


C  est  ici  le  cercle  de  rayon  un. 

La  formule  ci-dessus  met  en  évidence  une  remarque  bien  connue  et 
rappelée  par  M.  Borel  ('). 

Si,  sur  un  contour  fermé,  on  se  donne  au  hasard  une  succession  de 
valeurs,  soit  p{s)-h-iq{s),  en  prenant  l'arc  s  du  contour  comme 
variable  indépendante,  p  et  q  admettant  pour  période  la  longueur 
totale  du  contour,  Tinlégrale 


J=   f^.P±Jldz 


ne  prendra  |)as  sur  (]  la  succession  des  valeurs  de  p  -+-  iq. 

.1  (li'linit,  en  dedans  et  en  dehors  du  contour  C,  deuv  fondions  holo- 
morplies  ipii  lendenl  unifoi  iniMiieut  sur  (]  vei's  deii\  variétés  infinies 
de  \alenrs  et  hi  diil'éi'ence  de  ces  valeurs,  en  chaciue  [lointdu  contour, 
est  précisément  égale  à  p  -+-  iq. 

La  vérification  de  ce  théorème  sur  re\iMn|)le  (pii  prc'cède  se  fait 
immédiatement. 

La  formule  (3'j) 


(')   Leçons  sur  les  fniu-l tons  itirramuriilu 
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nous  montre  que  les  zéros  de  Q"  sont  également  répartis  sur  la  circon- 
férence de  rayon  un  à  l'exception  des  points  j  =  ±  i  pour  lesquels 
on  a  Q°  =  =t  n.  Il  en  sera  de  même  à  la  limite,  ce  qui  montre  que  la 
coupure  est  une  ligne  continue  de  zéros  de  :  liuiQ"  =  o. 

31 .   Nous  allons  poser  maintenant  z  =  e*'. 
Dans  ce  cas  la  fraction  continue  Y  devient 


Y  = 

I       .        1 

2  cos  y. 

2cosa          a  COS  a 

ce  qui  donne 

V-  =  2  cosa\  —  I, 

dont  les  racines  sont 

g""     et     e-»'. 

Pour  I  ^1  =  I,  a  est  une  quantité  réelle  quelconque  :  la  ligne  singu- 
lière est  donc  ici  l'axe  des  abscisses.  Au-dessus  de  cet  axe  a  =  p  -i-  y/, 
Y  |>  o,  d'où 

et,  comme  Y  représente  la  racine  du  plus  grand  module,  nous  aurons 

Y  =  e  °"     au-dessus  de  l'axe  des  abscisses 
et 

Y  =:  e°"       au-dessous  de  ce  même  axe. 

La  formule  (34)  devient  ici 


.     0  —  a 


Les  zi'tiis  (le  ()"  =  O  soiil  également  répartis  sur  l'axe  des  x  à  l'cx- 
cepticjii  des  points  x'  =  ±  /r~. 


dV 
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Posons  maintenant 

cosa  ==  X, 


Y  =  2a?-^ '- '- -■••■, 

2.r         IX         IX 


d'où 

dont  les  racines  sont 


Y^=2a;Y  — I, 


Y  =  a;  rb  yjx"^  —  i  r=  x  ±  i  \Ji  —  x'^ . 

D'après  ce  qui  précède  on  voit  aisément  que  la  coupure  se  réduit  ici 
au  segment  de  l'axe  des  abscisses  compris  entre  — i  et  -4-  i . 

Il  est  clair  également  qu'au-dessus  de  la  coupure,  il  faudra  prendre 
le  signe  +  devant  le  radical  et  le  signe  —  au-dessous. 

Les  zéros  de  Q,",  =  o  qui,  précédemment,  étaient  également  répartis 
sur  la  circonférence  se  projettent  sur  le  diamètre  formant  coupure  avec 
une  densité  inversement  proportionnelle  à  l'ordonnée  du  point  repré- 
sentatif; en  d'autres  termes,  il  y  a  infiniment  plus  de  zéros  près  des 
extrémités  du  segment  tjue  près  du  milieu. 

Nous  savons  qu'en  dehors  de  la  coupure,  Y  ne  possède  aucun  point 
singulier;  nous  pouvons  donc  appliquer  l'intégrale  de  Cauchy  à  un 
contour  infiniment  mince  entourant  le  segment  —  i . .  .-t-  i  et  parcouru 
dans  le  sens  inverse  (sens  des  aiguilles  d'une  montre)  puisque  le 
domaine  de  représentation  est  à  l'extérieur  du  contour. 

JNous  aurons  donc 

Y  =  -L_.  / ■" li^HEZ dx  ='-  r ^"-^ dx. 

En  adoptant  le  langage  de  Stieltjes  on  peut  dire  (pi'à  la  fraction  Y 
correspfuid  une  répartition  continue  de  niasse  sur  le  segment  —  i  ...-f-  i , 
la  densité  en  chaque  point  étant  proportionnelle  à  l'ordonnée  de  la  cir- 
conférence décrite  snr  ce  segment  comme  diamètre. 

Considérons  enlin  la  fraction  coiiliiuie 


Y  =  2:^- 


Journ.  de  Math,  (il"  siirio),  loiiie  III.  —  l'"asc.  Il,  1907. 
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dans  lacmclle  "4^  est  une  fraction  ralionnclle  quelconque  que  nous 

1  6(;) 

mettrons,  en  posant  z  =  x  +  yi,  sous  la  forme 

A  +  B «  _  AC  +  BD  — f(AD  — BC) 
C-t-D(  ~^  C-^-i-D^ 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  Y  sera  partout  convergente  et  bien 
déternainée  sauf  sur  les  courbes  ou  portions  de  courbes  pour  lesquelles 


on  aura^^^  =  ',  /  étant  une  quantité  réelle  comprise  entre  —  i  et  +  i  : 


on  aura  pour  déterminer  ces  courbes 

AD-BC  =  o,         AC  +  BD  =  <(C-+D^), 


d'où 


A  _  B  _  ?^ 

C-D  ^{z)' 


L'équation  analytique  de  la  coupure  est 
AD  -  BC  =  o, 

mais  une  ou  plusieurs  parties  de  cette  courbe  seulement  constituent  les 
coupures  proprement  dites;  ce  sont  celles  rencontrées  par  les  courbes 

A  — /C  =  o,         B-D/  =  o,         — i^<<-+-i, 

et  c'est  le  long  de  ces  courbes  qu'il  y_aura  lieu  de  prendre  les  intégrales 
définies  ci-dessus. 

Sur  ces  courbes  la  densité  des  zéros  de  O))  =  o  sera  inversement 
proportionnelle  à 

sin  arc  cos/  =  V  ■  —  ^'• 

D'une  niaiiièie  générale,  si  l'on  considère  la  fi  aclion  continue 
on  établira  ais<''rnciil  (lurlic  lepiésentc  loujouis  la  racine  de  plus  grand 
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module  de  Téquation 

La  fraction  continue  sera  partout  convergente  sauf  sur  les  courbes 
d'égal  module  pour  lesquelles  on  aura 

^  =  0, 

0  étant  une  (juantité  réelle  quelconque  comprise  entre  o  et  +  4;  les 
racines  Y,,  Y^  prennent  alors  la  forme 


(Y..Y,)=^(.±,y/f~;), 


et  elles  ont  évidemment  même  module. 

En  posant  X-  =  A  4-  B  /,  ix  =  C  +  D  /,  l'équation  analytique  de  la  cou- 
pure est  AD  —  BC  =  o;  mais  la  coupure  proprement  dite  comprend  seu- 
lement les  parties  réellement  rencontrées  par  les  courbes  orthogonales 

A-ÔC  =  o,         B-eD  =  o, 

0  étant  compris  entre  o  et  -h  4  (')• 

52.  Considérons  maintenant  le  cas  d'une  fraction  périodique  mixte, 
k  étant  le  nombre  de  dénominateurs  partiels  qui  précèdent  la  période. 
On  a,  d'après  (8), 

d'où 

no       M»     Q*+" 


Par  hypothèse,  Qj,„,  QÎ|',  peuvent  être  calculées  au  moyen  des 
formules  du  paragraphe  28  et,  si  (:;)  est  la  racine  de  plus  grand  nio- 


(')  Si  les  deux  racines  ont  partout  le  même  module  on  peut  dire  que  la  frac- 
lion  continue  représente  les  deux  racines  sur  tout  le  plan  (■(iMi|>lexe. 
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dule  à  laquelle  correspond  la  fraction  périodique  simple,  nous  savons 
que 


par  suite, 


lim(n  =  ^)g±f  =  (a); 
hm(n  =Qo)^  = jYi i-\i\i     ' 


Nous  voyons,  en  conséquence,  que  les  conditions  de  convergence 
de  la  fraction  mixte  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  fraction  simple 
correspondante  et  que  l'on  passe  de  Tune  à  l'autre  de  ces  fractions  par 
une  substitution  linéaire. 

En  particulier,  si  [Ji/=  i,  cette  substitution  devient  modulaire  et  les 
deux  fractions  sont  équivalentes  au  sens  de  Uedckind.  c'est-à-dire  ipie 

q:q;..-ql,q;='- 

55.  Lorsque  les  dénominateurs  (ou  numérateurs)  partiels  tendent, 
pour  n  =  yD,  vers  une  limite  bien  déterminée,  nous  dirons  que  la  fraction 
continue  est  nsymptotiquement  périodique.  Les  résultats  obtenus,  tant 
au  paragraphe  précédent  qu'au  paragraphe  25,  nous  permettent  d'in- 
férer que  les  conditions  de  convergence  d'une  semblable  fraction  seront 
les  mêmes  que  celles  de  la  fraction  périodique  limite  correspondante. 

Mais,  avant  d'examiner  le  cas  général,  nous  allons  examiner  un  cas 
particulier  qui  nous  conduira  à  la  notion  de  fraction  semi-périodique 
simple. 

Considérons  la  fraction  continue 

Y  =  r  -1-  -  —     P^     —     P'     j_     Pt     j_ 


et  admettons  que  limp„=  R. 

Nous  avons  la  relation  récurrente 


q;;.,  =  u-  +  ^)q:-p«q:-.  o 


(')  Celle  formule  tienne 
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et,  par  suite, 


-  ()"  =  z' 


LeG  formules  ci-dessus  permettent  de  poser  par  induction  la  formule 
générale 

n  —  t 


dont  il  est  facile  de  vérifier  l'exactitude. 
Nous  avons  donc 

—  Q"^,  =  ;"     +  p,z"---h  p,p2:;"-''4-. . .+  p,p2-  ••?«■ 

-  Q,'  +  ,  =  -""'  +  f.  "'"'  +  P2p3 :;"-'  +  ..  ■+  ?.?:,••  ■?„■ 


et,  par  conséquent, 

-Q:..  =  --"+'i(-Q:.,), 

d'où 

Mettons  —  Q^'^^^  sous  la  forme 

Le  polynôme  entre  parenllièses  devient  une  série  quand  //  aut;inente 

indéfiniment;  le  rapport  d'un  terme  au  suivant  est  — ;  admettons  que, 

pour  /i  >>  k„,  le  moduU;  de  ce  rapport  soit  constamment  supérieur  à  1  ; 
nous  obtiendrons  une  série  convergente  S  et  l'on  pourra  écrire 

Vh+1  -  ^ 
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Ecrivons,  au  contraire,  —  Ql,+,  sous  la  forme 

-  QU,  =  ?.p:,-  •  ■?„=-"-''  (l  +  ^  +  - 


Dans  le  polynôme  entre  parenthèses  qui  devient  une  série  pour  n=oo, 
le  rapport  d'un  terme  au  suivant  est  ^>  soit  l'inverse  du  rapport  pré- 
cédent; si,  pour  A>Ao,  le  module  de  ce  rapport  est  constamment 
supérieur  à  i,  nous  aurons  une  série  convergente  S' et  l'on  pourra 
écrire 

mais,  d'après  l'hypothèse  pour  A'  >  A,,, 

l^l<'' 
d'où  il  vient 

\^£i;j]<(^-^y'-']^\ 

et,  par  conséquent, 

lim  Q''+'  =  h . 

On  conclut  donc  de  ce  qui  précède  : 
Pour  I  -  I  >  \fR.,  on  a 

et,  pour  I  z  K  \fR, 

Y  Pi  Pi 

,  =  ^        ou         ~  =  z. 

Dans  le  cas  où  p„  ne  tendrait  pas  régulièrement  vers  sa  limite  R,  on 
aurait  à  considérer  les  deux  limites 


lim  inf.  y/p,  p^.  .  .p^,     el      lim  sup.  v'p„p„_,.  .  .p„_/^| 
qui  peuvent  être  égales  ou  inégales.  I.e  premier  cas  se  présentera  en 
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particulier  si  le  nombre  des  p  ne  tendant  pas  vers  R  est  inliniinent 
petit  par  rapport  à  ceux  qui  y  tendent  cfTectivement. 
Considérons  en  second  lieu  la  fraction 


Y„: 


Pi 


Nous  aurons  la  formule  récurrente 

ql,  =  (^  +  ^')q;;-?«-,q;;  .  o 


et  Ton  obtient,  comme  précédemment,  par  voie  d'iuduclioii,  la  for- 
mule générale 


q;;=--"-'+2p« 


dont  il  est  facile  de  vérifier  l'exactitude. 
On  en  tire  aisément 


Mi'llons  -  Q,',^|  sous  la  forme 

-  0;     =  p„p,...p„j-"+'(i  +  ^  +  ^^  +...]. 

<«  +  !  1-1-'  I"  V  p'  P2P3 

Le  rapporX  d'un  terme  au  suivant  est  '-^-j  si,  pour  k  >■  A,,,  le  module 

de  ce  rapport  est  constamment  supérieur  à  i ,  nous  aurons,  pour  /i  =  oc, 
une  série  convergente  E  et  il  viendra 

Qi+,  p,p,...p„;;-''-'i.  ;1 

(')  Celle  formule  donne 
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Au  contraire,  on  peut  écrire 
—  0'     =  z" 


et  si,  pour  k^kf,,  le  rapport    —    est  supérieur  à  i,  la  série  S'  entre 
parenthèses  sera  convergente.  On  aura  donc 

et,  d'après  Fliypothèse  ^    <^  i ,  on  voit  que  le  ternie  complémentaire 

peut  devenir  plus  petit  qu'une  quantité  quelconque  donnée  a  priori; 
on  a  donc  finalement 

Vn+I 

Si  nous  considérons  la  fraction  simple  limite 

—  R    ■        H        .        R        ■ 

y  —  ^  '^    z  R  R        •  •  •  ' 


R  I  R  1 

dont  les  valeurs  sont  -  et  —  selon  que  |  r  |  ;|î   -  >  nous  voyons  que  : 

Pour  |::1<|v"R|, 

pi-!^. 

Y,  -  y' 

Pour|.-|>|v'H|, 

On  peut  donc  dire  que  Y,  et  Y .,  sont  égales  à  leur  fraction  simple 
limite,  mais  d'un  côté  seulement  de  la  coupure;  c'est  cette  considéra- 
tion qui  nous  a  conduit  à  leur  donner  l'appellation  âi^  /raclions  se/ni- 
p(''riodiq ucs  sinip les . 

\Ln  appliquant  le  théorème  de  Cauchy  au  domaine  exti'TJeur  aux 
coupures,  nous  obtenons  les  formules 


JC) 
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qui  constituent  une  généralisation  des  formules  obtenues  précé- 
demment. 

54.  Considérons  maintenant  la  fraction  continue  asymptotique- 
ment  périodique 

Y  =  A  +  £,  -  ^^—  -  ^-^  -  v-^  -  •  •  • 

dans  laquelle  nous  avons  mis  en  évidence  la  limite  commune  des  déno- 
minateurs partiels. 

Posons  X  =  a  H — ,  a  étant,  par  hypothèse,  la  racine  de  plus  grand 
module  qui  satisfait  à  cette  équation;  nous  avons  vu  précédemment 
que  a  est  bien  déterminée  en  tout  point  du  plan  complexe,  sauf  sur  les 
courbes  ou  portions  de  courbes  pour  lesquelles  \  aurait  une  valeur 
réelle  comprise  entre  —  2  et  +  2. 

Nous  savons  également,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  para- 
graphe 25,  que  la  réduite  ^  de  la  fraction  continue  tend,  pour  n  =  30, 

vers  une  limite  bien  déterminée  en  tout  point  de  ce  même  domaine. 
Les  symboles  Q"  satisfont  à  la  relation  récurrente 


Q:.,  =  (<^  +  i  +  ^«jQ:-Q;;- 

et  nous  introduirons  les  symboles  ^"„  définis  par 


Nous  rappellerons  un  Mémoire  de  M.  Poincaré  (')  dans  lequel  le 
théorème  suivant  est  établi  : 

«Si  l'on  a  V équation  de  récurrence 

u„  +  R,  u„  ,  -+-  R.  «„_o  -t- . . .  -I-  R^  M„_t  =  o, 

(')  Sur  les  équations  linéaires  aux  différentielles  ordinaires  el  aux  diffé- 
rences finies  {American  Journal  of  Malhenialics,  i885,  p.  237).  —  Voir 
également  (Van  Vlhck,  Transactions  of  the  american  Mathematical  Society. 
juillet  et  octobre  1901,  juillet  19<>3  et  juillet  19014)  une  série  d'articles  sur  la 
convergence  des  fractions  continues. 

Journ.  de  Malli.   (!>'  série),  luiiie  U\.  —   l'asc.  U,   1407.  20 
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H,,  Roi  •••,  Ra  l'ta/H  (les  fonctions  quelconques  de  n  qui  Icndrnl 
vers  leurs  limites  p,,  p.,,   ...,  p^.  loi'sque  n  croit  indéfiniment,   le 

rapport  — ^^^  a  pour  limite  une  racine  de  V équation 

;*  +  p,  z'-'  + . . .  +  p,_,  r  +  p,  =  o 
et,  en  général,  la  racine  de  plus  grand,  module. 

En  appliquant  ce  théorème  au  cas  actuel,  nous  en  concluons  que 
-^  doit  avoir,  en  général,  pour  limite  a  et  exceptionnellement,  dans 

certains  cas  particuliers,  -• 

Cette  dernière  hypothèse  est  d'ailleurs  à  écarter;  en  effet,  le  rap- 
port -~~  est  une  fonction  continue  des  e,  qui,  en  vertu  des  résultats 

obtenus  au  paragraphe  28,  devient  toujours  égale  à  a  lorsque  ceux-ci 
s'annulent;  il  n'est  dès  lors  pas  possible  que  ce  rapport  devienne  égal 

à  -  tant  que  l'on  reste,  bien  entendu,  dans  le  domaine  considéré  où, 

par  hypothèse,  |  a  |  ^>    -  • 

Admettons  donc  que  l'on  ait  lim  -^^  =  a. 
Des  relations  récurrentes  ci-dessus  nous  tirons 

^      (J  '         0 


d'f 


Q'In^-zQI,      Ql-'-QU 


£„  Q» 


Nous  déterminerons  y„  de  manièie  à  avoir 
£„0"=ar,Y()"-  io" 
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ce  qui  donne 


-,     -         Qr, 

(1»  , 

'"  -.('«-i..,- 

;) 

et  à  I; 

i  limite,  pour  ii  =  ce, 

1 

».  --  - 

a 

d'où  ] 

l'on  aura 

1 

9" 3»  <3)()  _  i  2)11 

^   -r.  ^    V  ^"  a 

et,  par  récurrence, 

— ^  =  n('+TJ- 
??,+>  -  -  % 

Nous  verrions,  en  reproduisant  les  raisonnements  du  Chapitre  pré- 
cédent, que  le  second  membre  tend,  pour  /i  =  co  et  sous  certaines 
restrictions,  vers  une  fonction  entière  ou  quasi-entière  q^  dont  l'ordre 
apparent  dépend  essentiellement  de  l'exposant  de  convergence  de  la 

série  V|y„l,  letpicl  est  évidemment  le  même  (pie  celui  de  la  série  ^l^»!- 

l']n  partant  de  la  relation  récurrente 


nous  aurions  trouvé,  par  le  même  procédé, 

- — —  =ne^°'-) 


et  nous  verrions  (pic  h;  second  membre  leiid.  pour  //,  =  oo,  vers  une 
foiiclioii  eiilièn'  ou  (juasi-eiitièrc  y,  de  mèmr  nalnre  que  y„. 
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La  relation 
donne,  d'ailleurs,  par  récurrence, 

de  même 
d'où  l'on  tire 

im =  lim  ^  =  lini  — =  — ^ . 

I  _  (  )jj  "  (If 

2 

el  nous  voyons  que  la  réduite  ^  a  pour  limite  une  fonction  niéro- 

morphe  ou  quasi-méroniorphe  dont  l'ordre  ajiparent  a  une  limite 
supérieure  facile  à  déterminer. 

Il  nous  reste  à  mettre  en  évidence  a  dans  les  deux  termes  de  la 
fraction  ainsi  obtenue. 

Nous  avons 

q;;.,  -  ;  q: = (€i.,  -  ^  t)  q:     «^ec     um qi = ^„, 

d'où 

aQ;;.,-Q:=(^''„..-^t»„)ay:. 

Posons 

/'!!  '■'-  '"  '''«TTit  fonctions  de  A  seulement. 
On  aura 


Cellr  rclalioH  sulisistc  évidemment  si  l'on  cliaii';i'  a  en  -  et  il  \ii'iit 

^<>';;..-Q;;=(^,.,-«^;,)(K-i';;), 
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d'où  l'on  tire  en  résolvant 

et,  en  observant  que 
il  vient 

Nous  avons  de  même,  en  posant  gl=  p'„  —  oci'l  avec  lim^,'^  :=  ç»,, 

q:..  -  ^ q:  =  (€,..  -  ;  ^.) 9i = {t,,,  -  ; €,)  (p:  -  a^:), 

Pn  ^'^  'j'ii  étant  fonctions  de  A  seulement,  et  l'on  trouvera,  par  le  même 
procédé, 

d'où  l'on  tire,  après  réduction, 

pi  il  -  il  pi  =  o;;  Qi^ ,  —  o;;^ ,  o,;  =  i . 

Cette  relation  aura  encore  lieu  à  la  limite  et  l'on  pourra  finalement 
écrire 

"^^F^         avec         P„I,_P,I„=,, 

I  I  —  ail 

l'o)   l'i)    lo)    Ii    élant   des    fonctions    entières    ou    quasi-entièies    de 
A  =  a  H —  dont  l'ordre  apparent  est  évidemment  le  même  (pie  celui 

de  ^0  et  de  q,. 

Mous  arrivons  ainsi  à  une  formule  que  le  l'ésullat  du  paragraphe  ,V2 
|iiiiii(llail  <\f  prévoir  et  qui  constitue  une  généralisation  importanic 
de  la  formule  (  )o)  du  Chapitre  précédent;  en  particulier,  pour  X^o, 
a  =  it  «  et  l'on  retombe  sur  celle  forunile. 

Soient  a',  a"  les  deux  racines  en  un  poini  de  la  coupure. 
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D'un  côté  de  celle-ci  nous  avons  à  la  limite 

■y,  Pn a'I„ 


P,-a'I, 


De  l'autre  côté,  c'est  l'autre  racine  qui  aura  le  plus  grand  module 
et  l'on  aura  également  à  la  limite 


d'où  il  viendra 


P  -''I 

-   P,-a"I,' 


Y  -  Y  = 


v/X'— 4 


iP,U+n      p?-xp,i,+  i; 


On  aura  donc,  en  appliquant  le  théorème  de  Cauchy  et  en  prenant 
l'intégrale  suivant  la  coupure. 


1,    C  —  JC 


Nous  voyons  également  que  les  deux  déterminations  de  Y  sont 
racines  de  l'équation 

Y^(P^-aP„I„  +  I^) 

-•2y[(P„P,+  I„I,)-  ^(P„I.  +  P,1„)]  +  P;-aP,I,  +  I;-o. 

Pour  X  =  (',  on  retombe  sur  l'équation  (3i). 

Nous  avons  donc  établi  d'une  manière  générale  qu'une  fraction 
continue  asymptotiquement  périodique  satisfait  à  une  équation  du 
deuxième  degré  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  ou 
quasi-entières. 

Considérons  en  dernier  lieu  la  fraction  continue 


a  +  3  -+-  £ ,  — 


afl  +  ï)2        .        2fl  +  r,3 


a-H^-HE,  x-hp 


dans  laquelle  nous  avons  mis  en  évidence  la  limite  commune  des 
numérateurs  et  dénominateurs  partiels  (lime,,  =  lim-/];,  ^  o)  et  les 
valeurs  (Y'=  a,  Y"=  j3)  de  la  fraction  périodique  simple  limite. 

Dans  ce  cas,  nous  avons  vu  que  la  coupure  sera  constituée  par  les 
courbes  sur  lesquelles  on  a  |  a  |  =  |  ^  |. 
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Nous  avons  la  relation  récurrente 
Considérons  le  symbole  i^",,  défini  par 

Nous  savons  que 

«"  -  P" 


et  si  a  est  la  racine  de  plus  grand  module  nous  aurons 

lim:^  =a. 

De  même  l'application  du  théorème  de  M.  Poincaré  nous  conduit 
à  poser 

Dès  lors  nous  avons 

Déterminons  y„  par  Tégalité 
d'où 
et  à  la  limite 

,.  E„a  — T)„ 

d'où 

et  les  calculs  pourront  se  poursuivre  comme  précédemment.  Nous 
ari'iverons  à  démontrer  le  tli(''()rènie  général  à  savoir  que 

Y  =  limg  =  ?^°         avec         1\1,-P.I„  =  R, 
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P„,  lo,  P,,  I,,  R  étant  des  fonctions  entières  ou  quasi-entières  dont 
l'ordre  apparent  aura  une  limite  supérieure  déterminée  par  la  considé- 
ration des  exposants  de  convergence  des  séries  ^^  |  £„  1,  ^  |  ■/",„  |.  En  ce 

1  2 

qui  concerne  R  son  ordre  apparent  aura  une  limite  supérieure  qui 
dépendra  seulement  de  l'exposant  de  cette  dernière  série  ('). 

Dans  le  cas  particulier  où  a  et  j3  ont  partout  le  même  module,  on 
pourrait  reprendre  les  calculs  qui  précèdent  et,  en  reproduisant  les 
raisonnements  du  paragraphe  24,  on  arriverait  à  démontrer  que  la 
fraction  continue  représente  sur  tout  le  plan  complexe  deux  fonctions 
ainsi  délinies 

Y    Pq —  "Iq  y     l'o —  r^lp 

avec  P„I,-P,I„=R. 

55.   Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  immédiatement 
aux  fractions  continues  de  Stieltjes. 
Nous  avons  mis  celles-ci  sous  la  forme 


'      =Y  =  cc,y--l 


y-'    'S,  '-^  ajj  ct^y         a^j 

Admettons  que  a„  =  A  -h  £„  avec  lim£„  =  o. 

Nous  savons  que  les  conditions  de  convergence  de  cette  fraction 
seront  les  mêmes  que  pour  la  fraction  simple  limite 

a  =  Ay ) 

d'où  l'on  tire 


La  coupure  est  formée  par  la  ligne  droite  reliant  les  deux  points 


A 


(')  R  est  égal,  en  edel,  à    I  I   (  i -\ ^)   sous  léseivc  des  facleurs  primaires 

qu'il  est  nécessaire  d'iiilroduire  pour  rendre  ce  produit  convergent. 
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H-  1;  comme  d-aiUcurs,  pour/  =  o,  les  deux  valeurs  de  u  onl  uièuie 
module  I ,  il  en  résulte  que  rorigine  se  trouve  sur  la  coupure  et  (pie 
celle  ci  va  du  point   -  \  au  point  +  J  en  passant  par  Torigine;  c'est 

un  segment  de  longueur  ^  • 
La  fraction  sera  égale  à 

P„,  lo,  P,,  I,  ayant  un  ordre  apparent  en  y  au  plus  égal  à  l'exposant 
de  convergence  de  la  série  ^  i  £„  i- 

Si  Ton  considère  >  comme  fonction  de  x  =/'  le  Innome  sous  le  ra- 
dical devient  A^x-  \  et  Ton  voit  immédiatement  cpie  la  coupure  est 
une  droite  qui  sV-tend  depuis  k  point  x-=  ^  jus-pi'à  rinllui  en  pas- 
sant ()ar  Torigine. 

La  fraction  de  Stieljcs  peut  aussi  s'écrire 

-  .     '^    .r    .         X    .     -£  _•_ 

avec 

(ï„=B  +  £„,  lim£„=o. 

Posons  -  =z.  Cette  fraction  aura  les  mêmes  conditions  de  couver- 

.V 

gence  que  la  fraction  simple  limite 

B  = 
«  =  I 

(/ 

d'où 

M  =  -(i  ±  V  I  —  'iB-i- 

La  coupure  s'étend  depuis  le  point  ;  =  ^^  jus.pi'à  Tinlini  suivant  la 
droite  issue  de  l'origine;  mais  elle  ne  retd'erme  pas  celle-ci,  car,  pour 
3  =  o,  U  a  deux  valeurs  distinctes  :  i  et  o. 

o/, 
Journ.  de  Math,  (b'  série),  lome  lH-  -  V-^^f-  H-  '>ti>7-  "  • 
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(".oiniiie  précédemment  on  pourra  écrire 

Y  =  ^f^'^         avec         P„  I,  -  1»,  l„  =  K, 

P„,  l„,  P,,  I,,  Il  ayant  un  ordre  apparent  en  r  au  plus  éj^al  à  re.\|)0- 
sant  de  convergence  de  la  série    >  |£„|. 

Kn  utilisant  la  formule  du  paragraplie  17  il  sera  facile  de  ramener 
au  cas  étudié  ci-dessus  le  cas  d'une  fraction  asymptotiquenient  pério- 
dique dont  les  dénominateurs  et  numérateurs  partiels  tendent  res- 
pectivement pour  «  ==  ao  vers  A'  limites  distinctes  A,,  A,,  .  ■ .,  A/,.,  M,, 
M^,  ...,  Ma  avec 

lini  A„/,+,-  =  A,,  lim  ij.„a.+  ,-  =  M,-. 


CHAPITRE   V. 

A.     GÉNÉRALISATION    DES    RÉSULTATS    DE    STIELTJIîS. 

56.  Considérons  la  fraction. continue 

t  =  A,  X'  d:  UL,  — 


dans  laquelle  nous  supposons  explicitement  X,,  a,,  p,,  réels  et  positifs. 
Nous  avons  la  relation  récurrente 

avec  les  valeurs  particulières 

-Q';=i,  -Ql  =  \x±u.,, 

-Ql  =  (-k,x±iu,)('k,x±iJ.,)-p,. 

De  ces  fornitilcs  il  i'(''siille  imniédialenient  que  —  Q'|^^  est  un  poly- 
nôme entier  en  ,/;  à  coeflicients  réels,  de  degré  n  et  (pie  le  coefficient 
de  x"  est  X,  X._,  . . .  A„,  c'est-à-dire  positif. 
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Considérons  la  suite  des  polynômes 

—  Q"+p    -  Q».    --M    —  Q^    -Q'='- 

Je  dis  que  c'est  une  suite  de  Sturm. 

En  effet  : 

1°  Deux  polynômes  consécutifs  —  Q",.,,  — Q°  ne  peuvent  pas  s'an- 
nuler simultanément  pour  une  valeur  de  la  variable,  car,  en  vertu  de  la 
relation  récurrente  (6),  il  en  serait  de  même  de  —  Q"^,,  —  Q"  ;,,  •••, 
—  Q"  et  —  Qi  =  I,  ce  qui  est  impossible. 

2°  Si  un  polynôme  —  Q"  s'annule,  il  résulte  de  la  relation  ci-dessus 
que  les  polvnoraes  contigus  —  0"^^  et  —  Q"  ,  sont  de  sij^ne  contraire. 

3"  Enfin,  pour  x  =  —  ce,  la  suite  n'offre  que  des  variations;  pour 
X  = -\- y:i  elle  n'offre  cjue  des  permanences;  donc,  toutes  les  racines 
de  Q"^,  =  o  sont  réelles  et  séparées  par  celles,  également  toutes  réelles, 
de  Q"  =  o.  En  oulrc,  si  x„  annule  Q"_^,,  Q"(-i'o)  im™  '^  même  signe 
que  la  dérivée  ((^)"^,)',,. 

On  démontrerait  exactement  de  la  même  manière  que  la  suite 

est  une  suite  de  Sturm. 

Les  racines  de  Q))^,  =  o  sont  séparées  par  celles  toutes  réelles  de 
^vMm  —  "  "^^  ^^  -^"o  annule  Q"^, ,  Q,',^,  (-Po)  ^  1^  même  signe  que  (Q"^,)',» 
et  par  conséquent  que  Q"(x-„). 

De  ce  qui  précède  il  résulte  immédiatement  (jue  toutes  les  racines 
de  Q"^|  =  o  sont  distinctes;  si,  en  ell'et,  cette  équation  avait  une  racine 
multiple,  celle-ci  serait  également  racine  de  Q°  =  o  et  Q,',^,  =:  o,  ce  qui 
est  évidemment  incompatible  avec  la  relation 

57.  Nous  allons  généraliser  la  pioposilion  qui  pii'cc'de  cl  (li'iiinn- 
lrii(|iie  les  racines  de  (}l^ ,  =  o  sont  séparées  par  celtesde  <^)"' (^j-J^,,  ==  o 

•></<"  +  '• 
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Pour  j  =  \  ^  j  =^  n  on  retrouve  la  proposition  ci-dessus. 
ÎNous  avons,  en  ellel,  d'après  ((S), 

q:  ,  =  ?.q';.,u;;..-q;q,;;:, 

et,  en  remplaçant,  d'après  (7),  Q;^;,  ',  par  sa  valeur 

(X,.r±^,)Q^,,-p,^.Q;::;, 
il  viendra 

d'où,  en  divisant  par  Q"Q;',,,, 


-  (X,x-±  (/.,)  +  p,- 


D'après  ce  qui  précède  nous  savons  que,  si  a  est  une  racine  de  Q"  =  o, 


l'expression  -j^  passe  du  négatif  au  positif  quand  x  passe  de  a  —  î 


0-'+' 
à  a  -I-  £.;  de  même,  si  ^  est  une  racine  de  ^XU:  —  o?  l'expression  ^^j^ 

passe  comme  la  précédente  de  —  =c  à  -h  se  quand  x  varie  de  fl  —  £ 
à  [i-t-  £.  Supposons  maintenant  tpie  7,  0,  (y<;o),  soient  deux  racines 
consécutives  de  ^]^Xi^_  1  ==  "• 

Durant  l'intervalle  y  -f-  £,  0  —  s  le  dénominateur  (^)"Q;Î  ,  conserve  le 
même  signe;  pour  x^^[-\-t  le  second  membre  tend  vers  -1-qc; 
pour  X-  =  0  —  £  il  lenti  \ers  — 00;  le  numérateur  (j"  ,  s'annule  donc 
bien  au  moins  une  fois  dans  cet  intervalle.  En  outre,  pour  x' =  —  ce 
le  second  membie  tend  vers  +  ■x.  et  pour  x'  ^  +  oc  il  tend  vers  —  oc; 
donc  les  racines  de  O", ,  =  o  sont  sépaiees  par  celles  de  ^i^)^XivK  =  o  et 
par  le  point  à  l'inlini. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  si  <^^)"=  o  et  Q,|^,  —  o  ont  une  ou  plu- 
sieurs racines  communes,  ces  racines  satisferont  également  à  Q"^,  =  o 
en  vcilu  lie  la  relalion  ci-dessus;  et  il  est  clair  que  ces  lacines  ne 
dépendronl  ni  de  A^  ni  de  \j.j  qui  ne  ligurent  pas  dans  (X^i^^iw  ==  "• 

De  la  irlaljon  {^^ )  nous  lii'ons 


RECHERCHES    SIJR    LES    FRACTIONS    CONTINUES     ALGÉBRIQUES.  1 89 

Si  nous  considérons  une  racine  a?^  de  Q"^,  =  o  comme  fouclion  de  ij^j 
il  -viendra  eu  dillérentiant 

d'où 


Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  voit  facilement  que  Q"Q;'+,  a  tou- 

cia;„ 
d\xj 


jours  le  signe  de  (Q"+, ),',„;  la  dérivée  -~  est  donc  toujours  positive  et^^ 


croit  en  même  temps  que  u-j. 
38.   (  Considérons  la  fraction 

nous  savons  que  tous  les  a,  sont  distincts;  rj'autre  [»art, 

et  ce  coefficient  sera  toujours  [)Ositif. 
Nous  avons  d'ailleurs 

—  iyi   I  =  A ,  A. .  .  .  A„  ./■"      +  .  .  . . 
d'où,  en  vertu  dun  llicoièuu'  coiiiiii, 

^  A, 

(  )n  |icul  (loue  poser  a\('c  Slicltjes 


■   'A -M      /■ 


ç  étant  uue  fouclion  conslainiiicMil  croissaiile  de  — ao  à  -f-cc  et  dont  la 
croissance!  totale  dans  ccl  inlci\alle  esl  énale  à  — • 
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Les  considérations  de  Stieljes  peuvent  donc  être  reproduites  sans 
aucun  autre  changement  que  la  coupure  s'étend  ici  de  — oo  à  +  co 
tandis  que  dans  le  Mémoire  de  Stieljes  elle  était  limitée  à  la  partie 
négative  de  cet  axe;  nous  ne  pouvons  dès  lors  que  renvoyer  à  ce 
remarquable  Mémoire.  Nous  ferons  seulement  la  remar(jue  suivante  : 

Si  l'on  effectue  la  transformation 


on  remplacera  l'axe  des  x  par  un  nouvel  axe  incliné  de  l'angle  0  sur 
l'horizontale. 
En  posant 

r-p' 

le  nouvel  axe  deviendra  une  circonl'érence  passant  par  les  points  a  et  '^ 
et  capable  de  l'angle  0.  Dans  ces  conditions,  le  dénominateur  partiel 
devient 

A„— ô  —  jx,,,  X„,  u.„  positifs. 

Si  donc  une  fi'action  continue  affecte  cette  forme,  nous  saurons 
déterminer  complètement  la  circonférence  formant  coupure. 

Les  lésultats  de  Stieltjes  s'appliquent  intégralement,  sauf  le  chan- 
gement d'une  droite  en  une  circonférence;  on  pourrait  d'ailleurs 
adopter  une  transformation  plus  compliquée,  mais  celle  que  nous 
venons  d'indiquer  est  la  transformation  linéaire  la  plus  générale. 

B.    GÈNÉIiAMSATION    DES    FRAf.  riO.NS    CONTINUES. 

5t).  Nous  avons  indi(pié  ailleurs  (  ')  la  possibilité  de  généraliser  la 
théorie  des  fractions  continues;  nous  allons  en  faire  une  application 
sommaire  aux  princi[)aux  résultats  que  nous  avons  obtenus  précé- 
demment. 

Considérons  k  polynômes  ou  séries  S,,  Sj,  ...,  S^;,  ordonnés  par 


(  '  )  Comi'les  rendus  (Ce  l' Académie  des  Sciences,  séances  des  i"'  décembre  1902 
et  r  I  ^epleiiihie  lyoS. 
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rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable  x  et  de  degrés 
maxima  respectifs  ii  —  i,  n  — -a,  . . .,  n  —  k. 

\\n  divisant  S,  par  S/^  nous  obtiendrons  comme  quotient  un  poly- 
nôme entier  de  degré  A"  —  i  et  un  reste  de  degré  maximum  ii  —  k  —  i . 
Nous  pouvons  donc  écrire 

s.  =  x,s,-t-(-iy-'S,.... 

Nous  pourrons  de  même  diviser  S^  par  S^.^.,  ;  le  quotient  X^^.^  sera, 
en  général,  de  degré  /f  —  i  et  le  reste  (—  i)*~'  S^.^^  de  degré  maximum 
n  —  k  —  2.  Nous  aurons  donc 

et  ainsi  de  suite. 

On  obtiendra  de  cette  manière  une  suite  limitée  ou  illimitée 


S        S 


^ki        ^k 


qui  sera  entièrement  déterminée  par  la  connaissance  des  k  premiers 
termes  et  qui  constitue  la  généralisation  naturelle  de  la  forme  nor- 
male (A)  {voir  Introduction,  p.  2). 

Pour  plus  de  concision  nous  ne  parlerons  pas  ici  des  formes  nor- 
males généralisées  ((]). 

Nous  introduirons  comme  précédemment  des  symboles  (  )'^  qui  satis- 
font à  de  nombreuses  relations,  généralisati-ons  de  celles  établies  dans 
le  Chapitre  1  et  notamment  aux  suivantes 

(6') 

(7') 


(,2') 


QU. 

—  f^n+k- 

.<.>L, 

4- 

(- 

»/-'<.>;„ 

q;, 

=  \*k^ 

Q,>A-. 

-+- 

(- 

jy -'{)'■;'' 

Q« 

Q;r 

<v>:r 

U"'"' 

q;,.. 

q;:'. 

q:::. 

Q-::r 

Ql... 

o;:'.^. 

Q':r. 

Otl:', 

et  qui  permettent  d'élabbr  la  relation  générale  (4) 
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On  pourra  étudier  ce  que  deviennent  à  la  iiniile,  [)oui-  n  ^  ce,  les 
rapports 

Q::Q::---:Qt       et       Qù,  :  Qù,  :  •  •  •  :  Q;,^,. 

En  particulier,  si  les  X„  décroissent  indéfiniment  et  si  la  série  V  |X„| 

est  uniformément   convergente,   on    introduira   les    fonctions   majo- 
rantes !^'„  ainsi  définies 

d'où 

et,  par  suite, 

1 

En  reproduisant  les  raisonnements  du  Chapitre  III  on  démontrera 
donc  (pie  les  i)\^  tendent  uniformément  selon  le  reste  minimum  de  ii 
(mod  A)  vers  A"  fonctions  entières  ou  quasi-entières  lorsque  n  augmente 
indéfiniment. 

En  appelant  y.  /'-,  j\  . . .,  f  les  k  racines  de  Téquation 

;c*=(— i/-' 
et 

p;,  Pô,  •••,  p;, 

pA  pA  pA 

1,,         1^,         ...,         i^ 

un  système  de  A-  fonctions  entières  obtenues  comme  précédemment  et 
dont  le  déterminant  est  égal  à  -i-  i,  on  aura 

S,  S, 


^ S^ 

•Vst  la  g(''iiéraiisalii)ii  de  la  IoimumIc  (  'io  ). 
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Si,  au  contraire,  les  X„  tendent  pour  «  =  co  vers  une  limite  bien 
déterminée  A  on  verra  que  les  rapports 

Q:  :  Q'  :  ■  •  •  :  Q*       et       Q;,^,  :  Q;,^,  : ...  :  Qi+, 

tendent  vers  des  limites  bien  déterminées  sur  tout  le  plan  complexe, 
saut' sur  les  courbes  pour  lesquelles  l'équation  de  M.  Poincaré 

:;*=  A3  +  (-l)*-' 

possède  deux  ou  plusieurs  racines  de  même  module  maximum. 

En  dehors  de  ces  courbes,  en  appelant  a  la  racine  de  module 
maximum,  qui  est  ainsi  bien  déterminée,  on  établira  que  l'on  a  la 
relation  générale 

S^ ^       ^ Sj^ 

le  déterminant  des  k"  fonctions  P^"  étant  toujours  égal  à  l'unité. 

Si  la  limite  A  est  telle  que  l'équation  de  M.  Poincaré  ait  deux  ou 
plusieurs  racines  de  même  module  maximum,  on  démontrera  que  la 
fraction  continue  représente  sur  tout  le  plan  deux  ou  plusieurs  fonc- 
tions convergentes  et  distinctes. 


CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS. 

40.   Considérons  les  polynômes 

S„  =  i,  S,  =  r,.r  +  CjX-^-l- Cjx' 4-.. . 

et  réduisons  la  fraction  ^  en  fraction  continue  en  adoptant  la  forme 

normale  (A). 
Il  viendra 


^0  _  "<  _L  /.     •  '  •  ■  • 

'  ^  -(-  ij         —  +  b^ 

Journ.  de  Math.  (()•  série),  loine  III.  —  Kasc.  II,  1907.  23 
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11  s'agit  en  premier  lieu  d'exprimer  les  a,,  bi  eu  fonction  des  c,  ('). 

L'établissement  de  ces  formules  ne  présente  aucune  difficulté,  car  il 
s'agit  d'un  simple  calcul  formel;  la  formule  générale  s'établit  faci- 
lement par  voie  d'induction  et  l'on  démontre  ensuite  cju'en  la  suppo- 
sant vraie  pour  le  rang  n  elle  est  également  vraie  pour  le  rang  n  -^  \ . 

Toutefois  nous  arriverons  plus  rapidement  au  résultat  en  utilisant 

S 
les  formules  connues  pour  la  transformation  de  ^  en  une  fraction  con- 
tinue de  Stieltjes. 
Si  nous  posons 


A. 


A, 


nous  avons  les  formules  connues 

(DP-')^ 


A.,_,  = 


D^-'D? 


A,„ 


dans  lesquelles 


Df 


C/^.o      . . .      c,^.„ 


'-/+/J-I       -^t+p 


D"=i. 


Or,  en  posant 


^n- 


A/,  A„_,_, 


A,' 


nous  avons  idenh(|ucment 


(')  SriFXTJEs,   Oj).  cil.,  p.  3t. 
applications,  p.  55. 


AuRin,    Les  équations   linéaires   et   leurs 
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c'est  la  forme  étudiée  par  Stieltjes  et  elle  est  manifestement  égale  à 


?n  —  g-2n  +  g'zn+i  — 

(D',')^ 

'^n=      §  In- {g -2,1       = 

Dr' Dr' 

Po  =  ^'=A.A,= 

Dj'          '^"  — »o        A, 

=  d; 

il  viendra 

Q                       'o 

<1^       .       <1,_       . 

^*              I 

1                                                        •  •  .  . 

Il  est  d'ailleurs  possible  de  simplifier  la  formule  ci-dessus. 
Appelons  D^"*"*  le  déterminant  Df  dans  lequel  les  indices  de  tous  les 

éléments  de  la  dernière  colonne  ont  été  augmentés  de  k  unités. 

D'après  une  propriété  bien  connue  des  déterminants  mineurs,  luuis 
avons  les  relations 

d;;  Df'-D;;  r);-  =  D;:;D^:;. 

1  2  2  1  2  1 

1  ■>  1  2  1  2 

Multiplions  la  première  égalité  par'  D^J^J,  la  seconde  par  —  DJ',  il 
vient  en  ajoutant 

Vr:(D;:;y  H- d;;:;(d;;  )^  =  D;(D;;rK- -  d;;:;  IK- V 

dès  lors,  eu  remplaeaiil  dans  p„,  on  a 

D;;fD';,+jD;;"  — D;;D;;+n      D',;+'      D;;+f 

a     y  1  I 1       1         '   J J 

P"~  d;;d;;d;;j1  "~   d;;        d;;+i' 
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On  peut  donc,  sans  inconvénient,  faire  disparaître  l'indice  i  devenu 
inutile  et  l'on  obtient 

Telles  sont  les  formules  qui  permettent  de  passer  d'une  série  de 
Taylor  à  une  fraction  continue  de  la  forme  normale  (A). 

41.   Posons  -  =  3  et  admettons  que 

iimp„=R,  lini(7„=S,  (n  =  cc). 

Les  conditions  de  convergence  de  la  fraction  continue  seront  les 
mêmes  que  celles  de  la  fraction  périodique  simple  limite 

Y  =  ^  +  R-|, 

d'où 

Y  =  i(z  +  R) ±  v/(-  +  R)'-4S. 

Les  deux  points  critiques  extrêmes  sont 

Z',^"=:-R±2V'S, 

et  la  coupure  est  formée  par  la  ligne  droite  qui  joint  ces  deux  points 
en  passant  par  ^  =  —  R. 

La  formule  qui  donne  p,j  nous  montre  immédiatement  que,  si  Zp„  est 

convergente  et  a  une  limite,  le  rap}Hjrt     ",    tend  également  vers  cette 

limite  et  réciproquement;  si,  au  contraire,  comme  nous  l'avons  admis 

I  D""*"' 
ci-dessus,  p„  tend  vers  R,  on  voit  que  — j^  tend  vers  cette  même 

limite. 

En  ce  qui  concerne  a-„  nous  pouvons  écrire 

d;;   "~'^"d«:j' 
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d'où  par  récurrence 

d;;   _         D^ 


D]     ~     "       D» 
et  en  multipliant 


D'' 


(T„a,cr,, 


et  par  le  même  procédé 

à  la  limite  on  aura  donc,  si  lima-„=  S, 

l'i-t-ll'n+2l 

iimD;;i;  =  AS     ^     . 

Nous  savons  que,  si  les  c7,j  sont  tous  positifs  (p„  et  t,,  étant  réels  par 
hypothèse),  les  équations  O"  =  o  ont  toutes  leurs  racines  réelles. 

Cette  simple  remarque  constitue  en  somme  la  démonstration  d'un 
théorème  de  M.  Hurwitz  (')  que  nous  énoncerons  comme  il  suit  : 

Pour  que  les  racines  de  (^))  =  o  soient  toutes  réelles  et  séparées 
par  celles  de  Q,',  =  o,  //  faut  que,  si  l'on  a 

les  détermitianis  D"  soient  tous  de  même  si^/ie  (et  positifs  puisque 
Dl  =  i)  ou  alternativenic/il  positifs  ou  né'^atifs  (cas  qui  se  ramène 
au  précédent  par  le  cJian<^enienl  de  z  en  —  '•). 

•i'2.    Considérons  la  iVaclion 


(')   Webisr,  Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  338. 
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SoiL  ^  la  réduite  de  ran"'  n  et  posons  -  =  ::, 

Q"  =  z"~'  -+-  a,  ::"~^  -^  a.  ::"-'  + . . .  4-  a„_.  3  +  a„„, , 

En  écrivant  que  les  développements  de  gi  et  de  -^  ont  le  plus  grand 
nombre  de  termes  communs,  on  a 

c,         ^  c, , 

c/^.,     =  C3       +c.a,       +c,a,, 

o  =  c„       H-f„_,a,    +c„_oa2   +..  .-I- (\a„,o-f- c,a„__,, 

o  =  c„^.,    +  c„ a ,       +  <^„^  I  «o   + . .  .  -h  (':,  a„_o  H-  Co  a„  ^ , , 

0  —  ''j,,    2  -+-  '-':in-3  °=i  +  '•':;"     .,  7.^  +  .  .  .  +  f„  a„  _;,  +  «„_,  a„  _,  . 

Si  aux  égalités  ci-dessus  nous  ajoutons 

Qll  =  3"-'  +  z"  -a,  +  r"-''a_,  H-.    .  4-  :x.,   ,,  +  a„_,, 

on  aura  en  résolvant 


1 

;■-        . 

z"-- 

-n     1 

Cj         c,, 

C3            C4 

■     <•■„_, 

t^» 

(•„_, 

C«       C„+|        . 

•          C„„_3 

C»,,      o 

v«—  ' 

C-1          Cj        . 
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Si  nous  posons,  d'autre  part, 
P.      =c,, 

P,       =c,z-      -hC.Z-j-Cj, 


P«-,  =  c,z"  -+  r.,z' 
on  aura  également 


,0'  = 


o      I',      1% 


C„_,        C„        ...        Cjn 

La  formule  récurrente 
montre  immédiatement  que,  dans  le  développement  de  <^)',  le  coefli- 

n—  1 

cient  de  z"~-  est  égal  à  —  Vp,;  nous  avons  donc,  en  tenant  compte 

1 
des  relations  ci-dessus, 

ce  qui  est  une  vérification  delà  formule  établie  précédemment  (35). 

45.   Nous  allons  donner  diverses  applications  des  résultats  ci-dessus. 
Considérons,  eu  premier  lieu,  le  développement 

.7?  .r.^  .7?^ 

-I-..., 


a  -H  X  (  «  -H  X  )  (  «  H-  '•<  >•  )  (  r?  4-  X  )  (  fl  -1-  2  X  )  (  rt  +  3  X  ) 

(jui  est  en  quelcpie  sorte  une  exponentielle  généralisée. 


200 

(Jn  trouve  facilenieiil 


r"  (rt  +  2/iX )  [rt  +  2(/i -h  i)À]' 

nl{a  -i-  ni) 


"  [il -h  {2/1  —  i)l]  {a -h  2 ni)  [a  h  {■în  ■\-  i)l] 

Nous  avons  donc 

'•"^P«=  -  47^^  =  °'         ^''^''"=^  -  7671^  ==  -  767k^  =  "• 

En  posant  -  =  :;,  le  point  r  =  o  est  un  point  essentiel  et  la  coupure 

se  réduit  à  ce  seul  point;  le  développement  est  donc  toujours  con- 
vergent. 

En  particulier,  faisons  a  =  o,  X  =  i,  on  aura 

I  I 

Pn=0,  ^n=-   4(4«2_,)    =-   4(2,^  +  1)  (2 /<-!)' 

d'où 

I  I  [ 

I  I        1.4^.    47T5    .    4^35    . 


e-'  —  I         X        2 


I  + 


è-^  —  I         J'         6         I  o         1 4 
œ  X  X 


et,  en  posant  - 


3z         5: 


développement  qui  ne  diffère  pas  au  fond  de  la  formule  bien  connue 
de  Lambert 


X     •     X'     •      X- 


-  =  lang  hyp.  x  =  -i  tang«.r  =7  +  y  +  y  +  y  +  ^  + 
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44.   Considérons  comme  second  exemple 


(a-i-X)(«-+-2X)...[a  -f-(A -i-i)X]         (a  -h  2I)  {a  -+-  3X)...[rt  +  (A- -1-  2)),]        " 

qui  est,  en  quelque  sorte,  une  logarithmique  généralisée. 
Par  l'application  des  formules  on  trouve 

{a  -h  /cl)  [a  -h  (2/1  -{-  t)l]  -^  9.n{n  -h  i)X'^ 

P»  — 


a  -h  (  /.  -h  -2  n)'/.]  [a  -i-  {  k  -h  ■>.  n  -^-  2)1] 

_         njA-^  n)r'{a^  itl)[a  +  {k-  -h  ii)l] 

"  ~        [ «  +  (  A  +  2  «  —  I  )  X ]  [  «  -I-  (  A-  -(-  2  /i  )  X  ]-  [ rt  -I-  (  A-  H-  2  /(  +  I  )  X ]  " 

Par  suite 

,.  2/1-1^  I  ,.  /;'X*  I 


'  "  4"^^''  2  "         i6«'X*  16 

En  posant  -  =  '  on  voit  que  les  conditions  de  convergence  sont  les 
mêmes  que  pour 

d'où 


Les  points  critiques  sont  z  =  o,  z  —  -h  i,  et  la  coupure  est  formée 
])ar  le  segment  qui  les  réunit.  ^ 

I'>n  pailiculier,  si  a  :=  o,  A  =  i,  A"  =  o,  ce  qui  donne 


?n- 


-L(.-.r)=^ 
2  /i  (  «  +  I  )  I 


4/i(/(  +  i)       2            "  (2/«  —  i)4/i-(2/i -h  I)  4(',,i-'_,)' 

d'où 

'               4               9  i<3 
■          _  ±         '    •       4-3  .      4 • I  à      •      4-35      .  4.63      . 


L  (  I  —  ./•  )        j-        2         I         I         I         I  1         1         1         i 

.T  2  ./■  3  .7-  a  X  ~"   2 

Jnurn.  de    Ualk.  (  li»  st-nc),  Loim:  HI.  —  l'asc.  Il,  1907.  iit) 


En  posant =  r,  on  a  la  formule  connue 


\  y  —  '      j      ^.y      ^.y      ly      9^' 


25      ■     36 
1 1  y         i3  K 


qui  est  convergente  sur  tout  le  plan,  sauf  sur  la  coupure  —  i. . .+  i. 
Hn  appliquant  le  théorème  de  Cauchy  clans  les  conditions  drlinies 
précédemment,  on  a 


Dans  le  langage  de  Stieltjes  cela  signifie  que  Ton  a  une  répartition 

continue  de  masse  avec  la  densité  -  sur  le  segment  —  i . . .  +  i . 

2  " 

Le  développement 

,r         x^         x"         x'' 

aie  laniio-'  =  — ^ — I — ^ ... 

^  1  3  0  7 

donne,  par  le  même  procédé, 

I         I    •     I     •     4     ■     Q     ' 
arc  tang  -  =  — i-^ — \-  -. — t-^ — h..., 

":;  z  iz  .i  z  -  z 

qui  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  changement  de  signe;  cette 
analogie,  que  le  développement  taylorien  ne  permettait  pas  de  soup- 
çonner, résulte  de  la  formule  bien  connue 

arc  tan  g  y  =  '  L  i  / .  ■ 

Si,  dans  la  formule 

I         I    •      I      •     4     ■     Q     ■     i6     •     30     • 

arc  tani;-  -  =  --f-- h-     -I-  —  H 1 h..., 

•^j  z  iz  0  z  ■]  z  9;  11; 

nous  ramenons  tous  les  numérateurs  partiels  à  Funité,  les  dénomi- 
nateurs partiels  seront  de  la  forme 

3 . 5 . 7 . . .  2  /i  —  I      \  " ,  / 


2 . 4 . 6 .  . .  (  2  /i  —  2)2// 
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et 

V3.5.7.  .  .2«  +1/  ^ 

el,  d'après  la  formule  de  Wallis,  ils  ont  respectivement  comme  limite, 
pour  />  =  y^, 

^:.         et        ^- 

()!■  nous  avons  le  développement  périodique 

^-(=±  v?TT)  =  ..+ ^  +  ^^  + -^  +  ^  +  XI +•■•' 

TI  Tt  7C 

et,  d'après  les  propriétés  établies  au  Chapitre  IV,  on  pourra  écrire 

arctang-  = f avec         r„l,  — r,lo      i- 

^         P,-I,^(4;4-v/a--+-i) 

On  aurait  de  même 

L. /ZH  = ^ 

y  y-'    F,_i,^(v  +  v/?^) 

Considérons  de  même  le  développement  ('  ) 


I  4-  ),         I  +  9-  À         I  +  3  X 
11  suffit  de  poser,  dans  le  cas  général,  a  =  i,  k  =  o,  d'où 

_         I  +  (  2  /t  +  1  )  X  +  2  »  (  /<  +  1  )  "a" 

P"  ~        (l  +  2«X)  [1  +  (2rt  +  2)X] 


[l  +  (2,t  _,)X](l  -h2/tX)'[H-(2«-t-l)X| 


('  )   l'niNcARfi,  Las  nouvelles  méthodes  de  la  Mécaidiiue  eèleslc,  l.  Il,  p.  3. 
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et,  en  posant  -  =  r,  on  voit  que  la  coupure  sera  le  segment  qui  va  de 
l'origine  au  point  -+-  i . 

4o.   Comme  troisième  exemple,  soit  le  développement 

(  I  +  X-  )"'  =  I  H —  X-  ^ ^ X"'  + . . . , 

^  ■'  1  1.2 

on  trouve 

m  -h  n  m  —  n  —  i    i  m''  —  n- 

°"        2{-2n-^-i)  2(2  «  +  i)  2'  "  4(4"^  —  ') 

Les  conditions  de  convergence  sont  les  mêmes  que  pour 

^  "^  \x  '^  1)  ~  T6Y" 

Les  points  critiques  sont  ici  o  et  —  i  et  la  coupure  est  formée  par  le 

segment  qui  les  réunit.  Une  transformation  facile  donne  la  formule 

connue  (') 

m^ — I  m^ — 4         "*' — 9 

/ z -h  i\'"  •    irn    '         3         •         i5        •        35 

( =H 1 1 H ; 1-..., 

\z  —  1/  z  z  z  z 

et  la  coupure  est  ici  le  segment  —  i ...-)-  i . 

En  appliquant  le  théorème  de  Cauchy  on  voit  que,  d'un  côté  de  la 
coupure,  la  fraction  est  égale  à 


et,  de  l'autre,  à 

et  l'on  oi)tient  l'intégrale  de  Stieltjes 

ginawu    C      /z-(-i\'"     dz 


F 


'L 


—  1  /     z  -^  u 


(')  Laguerre,  t.  I,  p.  344- 
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En  considérant  l'expression  -^^^ et  en  faisant  tendre  m  vers 

zéro,  on  trouve  que  la  valeur  limite  est  L"  ^    >  et  l'on  retombe  sur  la 

formule  du  paraj^raphe  précédent. 

De  même  en  posant  î  =  —  et  en  faisant  tendre  ni  vers  l'infini  on 
r  m 

retrouve  la  formule  du  para^^raphe  45. 

Donnons  encore  deux  développements  indiqués  par  Laguerre  ('). 

Le    premier   est   celui    qui   a   servi    de    base    aux    recherches    de 
Stieltjes 


_  C"  €'"■  du  I         .         I  . 

J .  u  X  -t- 1         X  -^  i 


i\ous  avons  ici 

limp„=2/j,  \\\\\i,^=n}. 

La  fraction  simple  limite 

Y  =  a;  -1-  2Ai  —  Y 
donne 

Y  =  -  \x  -+-  2 «  ±  ^X{^X  -I-  4 /*)] 

dont  les  points  critiques  sont  o  et  —  ao. 

La   coupure   s'étend    donc   sur   toute   la   partie    négative   de   l'axe 
des  X. 

De  même  la  fraction  continue 


1  — 6x        — bx         — 70; 


(')   Œuvres  complètes,  l.  I,  p.  43 1  et  294. 
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donne  par  une  transforinalion  facile 


4 


9 


'-i       arc  tarif,'  —  "^  ^^  o  J^  7  "^ 

e  ■'  —  I 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  que  la  coupure  s'étend  du  point 
a;  =  —  r  au  point  x-  =  H-  i  et  que  la  fraction  continue  est  convergente 
sur  tout  le  plan  complexe,  sauf  sur  ce  segment. 
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Composantes  de   la  force  magnétuiue  d'un   aimant 
ellipsoïdal  uniforme  ; 

Par    m.    E.    math  y. 


Ces  composantes  se  déduisent  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  un  point  extérieur,  dont  les  formules  sont  (  '  )  : 


dp 

iM.r 

dx 

[e. 

—  e,)(e2' 

e,) 

dp 

my 

dy 

(e. 

—  '',)(«,- 

-e,) 

dP  _ 

3  M; 

Les  quantités  qui  entrent  dans  ces  expressions  sont  déterminées  [lar 
les  conditions  suivantes  : 

M  représente  la  masse  de  l'ellipsoïde  considéré;  (./•,  ^,  r)  désij»ne 
le  point  extérieur; 

Par  ce  point  extérieur,  on  a  fait  passer  un  ellipsoïde  liomolhétique 
au  premier;  ses  axes  principaux  {a,  //,  c')  seront  connus  par 

/     .  a  b   c 

^~^  J-  "  IP  ^  c'' 

(3)  ^4-f, +  ^.  =1, 

^    -^  a-  b^  c- 

(.  '  )  Journal  de    Mfillicni<(li(iiicx  piirrs  et  <ii>i>li<itires,  t.  Il,   iS()G,  fuse.   111. 
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quand  le  point  (x, y,  z)  sera  donné; 

(4)  {  e,=  ^(a-'+c=-2/>^), 

l'argument  u,  pour  —,  satisfait  à pM  —^3  =  a"^^  pour -7-,  kpu  —e.^^=  b'^ 
et,  pour  -7-,  à  pu  —  ^,  =  c'";  mais  ces  trois  valeurs  de  u  sont  égales, 
en  vertu  de  (2)  et  de  (4);  elles  permettent  d'écrire  (3)  sous  la  forme 

(5) 


pu  —  e,  pu  —  e,  pu  —  e-, 

La  dérivée  -;-  entrant  dans  les  calculs  suivants,  il  est  préférable  de 

d.v  ■  * 

la  chercher  séparément;  à  cet  effet,  en  dérivant  (  5)  par  rapport  à  x, 
on  trouve 

2  J^  dit  I  JC^  V^  -Z^  1 

^  pu  —  e^        t^       dj-lipu  —  e^f         (pu  —  e^y         (P"  —  Ci)-] 

Or,  si  l'on  représente  par  d  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  (5^  au  point  {x^y,  z),  on  a 

d^=  -. \ . 


(pu^e^Y        {pu  —  e-iY        (pu~e^Y 

Dès  lors  [G)  devient 

,     ,  du  ijc  d'^ 

^  ^  '  dx         (  pu  —  f  3  )  /*'  " 

Mais  on  vient  de  voir  ipie 

pu  —  e^=^  a"^ 
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et  que 


p' u  —  —  i\( pu  —  e,){pu  —  c.,)(  pu  —  e^)  =  —  ia'b'c'\ 
il  en  résulte 

\^)  d.v~'       a"b'c'' 

.-^        ,    .       1      •     1         .         (lu        du 
On  obtiendrait  de  même  -^  et  -^• 
c/y        dz 

Ces  opérations  auxiliaires  étant  terminées,  on  peut  résoudre  la  ques- 
tion. On  examine  d'abord  le  cas  de  l'aimantation  dirigée  suivant  le 
grand  axe;  on  sait  qu'alors  les  composantes  de  la  force  magnétique 
sont 

'         dx-  '  '         d.c  dy^  '''         dx  dz 

quand  l'intensité  est  l'unité.  Or,  des  foriiniles  (i),  on  déduit 

3  M  X  r  /  ,  1  du 

+  (..,-.,)(e3-e.)[-/^("  +  "-')+^-Jry.^ 

ou 

'  (63  — e,)(e3— e^)  (^3— (^Jl^s— ej  V       «-^ 

Mais 

/»(  »  +  (03)  -— £3    '         j_ 


(t'3  — f'i)(e3  — «-'o)  "   pu  —  e,  ~~  a'^ 
En  leiianl  com|)le  de  celte  valeur,  ainsi  (juc  de  (8),  on  a 

_  Y    _  -,  vi  K("  -t-  Ma)— Tia-I-  63»  x_     X  d-    1 

'~   '■     L     ((■3—e,){e3—e2)  a"a'^b'c'} 

Four  les  autres  composantes,  on  trouve 

(  _  Y   -  _    '''^'    -  —  (  -    —  "\ 
\  ''  dxdy         dx\        dy) 

Journ.  de  Math,  (li*  sOric),  lornc  I[(.  —  Fasc.  II.  lyo-.  '-"] 
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OU 


■^    (e, —  e,)(e2 — (^a)  \        dx  !  -^  pu  —  e,  a  ■'oc 


Y    3  M  _y     a-  d- 

0-     a^bc 
De  même 

3  iM  ;    a-  d'- 


-Z,= 


e"^     a'^b'd 


On  sait  que  les  signes  ±  conviennent  à  la  répulsion  ou  à  l'attrac- 
tion ;  on  peut  réunir  les  formules  et  rétablir  l'intensité 

/    V    _  '^MI  ["^("  +  (0,)  — r,:;+e-,»         ^     j-d-    1 

I         ■  *-  I ^    ^^^  *-     I  /  ,    /  \  I  /  .1  lit/       /      I   * 

^  I        '  o-  a^h  c 

Z,  =  3Ml4:,  ^r^- 

\  c  -  a  '  o  c 

Ces  formules  pourront  servir  aux  calculs  numériques  si  l'argument  u 
est  déterminé.  Pour  cela,   on  remarquera  que  pu  —  e,  =  c'^   donne 

pu  >  (?,;  comme  A-  =    '_   '''  =     ,_    ,  est  plus  pelit  que  r ,  «  est  réel 

et  sa  plus  petite  valeur  est 

(il)  ?/  :=  ±  2«,  c. 

(Jn  sait  que  r  est  donné,  avec  une  très  grande  approximation,  par 

(.-j;v/p)(.+v'^') 

(l'i  )  cos2a('  = 


Comme 


(.-s/F)(.  +  f:y/F) 


v/e,— e.,         v/rt"-- 


K  étant  l'inté^^L'ale  complète  elliptique  de  première  espèce  calculée 
par  Legendre,  correspondant  au  module  /r  cl  au  module  complémen- 
taire 


/^'2  __  1! 1? 

ei  — e. 
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on  peut  oblenir 

„3,  K  (■-g./r)(,^^F) 

^      /  w  =  — ==  arc  cos -, ^  • 


Il  reste  à  étudier  'C(u  -+-  tu.,)  —  Tj;,  : 
Par  la  formule  d'adclilion 

'Ç{u  +  w.,)  —  r,:,  =  "Cu  +  "Cco,,  —  y]. 


I    p  u  —  p 


1     pu—phi.^ 


(t4)  '((Z^-f-     W;,)--"']3="^«+      ^ 


/j'«  Y  b' c' 


1   pu  —  e-, 


Enfin,  on  développe  "sW  suivant  les  puissances  de  a  et,  retenant  les 
deux  premiers  termes,  on  a 

,      r  \  Y  I  £'.>«■'  I  1    /  ,    là 

(l.))  !,«  = '--    ^  =   -   -H  ^(e,e.,  +  t'i'ïa-l-  r'„C'.|      -5-- 

Les  égalités  (i3),  (l'i),  (i5)  permettent  donc  d'obtenir  les  valeurs 
numériques  de  (loj. 

Lorsque  Fainiantation  a  lieu  suivant  l'un  des  deux  autres  axes  prin- 
cipaux de  rellipsoïde,  on  remarquera  que,  pour  écrire  les  formules 
correspondantes,  les  termes  en  "C  se  rapportent  à  Taxe  de  glissement  et 
(jue  les  autres  termes  sont  symétriques  en  x^  y^  z  (a'  l/c'). 

Dans  le  cas  le  plus  général,  celui  où  Faimanlation  a  lieu  suivant  la 
direction  s,  à  cosinus  directeurs  (À,  (j.,  v),  on  fera  le  raisonnement  sui- 
vant :  P  étant  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  de  densité  i  au  point  exté- 
rieur,   j-  sera  le  [)olentiel  de  lu  double  couche  de  glissement  au 

même  point;  or 


Comme 


-7-  =—     -7-A+-r-u.  -H-T-v=0. 


V  di.1         -   d'  \>  d'-  V  d' 

d.z  d.r-  ^    I 


dx  dy  d.v  dz 
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on  a 

L         («3  — e,)(e3— e,)  a'U>'c'\a'-         b'-  c'^  J  ] 


(.(i) 


De  même 


['       (gj— e.,)(ei  — ''2)  a'b^c'\a'^         b"         c'-  ' ] 


Z.  =  3M1 


^(«  +  w,) — T,,  +  e|//  5^2     /),x         (J./ 


(e,  —  e3)(e, —  e,  )  a'h'c'^\a-         b'- 

11  est  facile  de  reconnaître  que  le  facteur 

\x        u.  y         v5 
a  -^         h'         c- 

est  le  cosinus  cjuc  la  normale  n  à  rdlipsoïde  (3)  au  point  (.e,  /,  z)  fait 
avec  la  direction  s  de  l'aimantation,  ce  cosinus  étant  divisé  par  d. 

La  méthode  des  calculs  numériques  est  applicable  aux  formules  (16). 
Quand  les  ellipsoïdes  sont  de  révolution,  les  termes  en  'C  déi^énèrent 
en  fonctions  circulaires  ou  logarithmiques;  ces  expressions  sont  d'ail- 
leurs obtenues  directement  dans  les  auteurs  classiques.  Cependant  un 
calcul  immédiat  montre  que  dans  le  cas  de  la  sphère,  lorsque 

a'  =  b^  ^  c'  =  d^  j; 
on  a 

■vr         3  Ml  ya:  -,  t^-.  slnio  cosu 

1  ^  ,.5  ,.3 

ce  qui  est  bien  la  formule  connue. 
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Groupes  abéliens  généraux  contenus  dans  les  groupes 
linéaires  à  moins  de  sept  variables; 

Par  m.   Camille  JORDAN. 


§  I.  —  Préliminaires. 

1.  On  nomme  groupes  abéliens  ceux  dont  les  substitutions  sont 
échangeables  entre  elles. 

Soient  G,„,  G„  deux  groupes  abéliens,  respectivement  contenus 
dans  les  groupes  linéaires  km  et  à  «  variables.  La  réunion  de  leurs 
substitutions  donnera  un  nouveau  groupe  abélien  contenu  dans  le 
groupe  linéaire  à  m  +  n  variables.  Un  groupe  ainsi  formé  sera  dit 
réductible. 

Nous  nous  bornerons  à  l'étude  des  groupes  irréductibles  et  géné- 
raux, c'est-à-dire  qui  ne  sont  contenus  comme  sous-groupes  dans 
aucun  autre  groupe  de  même  nature. 


2.   Soit 


^i  '^Cik^k 


l  =  \  ,   2,    ...,«, 


une  substitution  (juelconcpio  de  l'un  do  ces  grou[)es;  son  déterminant 
caractéristique 


a,,  —  s        a,., 
a.,,         a.,;  —s 
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égalée  zéro,  n\Tura  qu'une  seule  racine  s,,  de  Tordre  n  de  multiplicité. 
Supposons,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  ail  deux  racines  difTé- 
rentes  s,,  s.,'^  par  un  choix  convenable  de  variables  indépendanles,  on 
pourra  ramener  S  à  une  forme  canonique,  telle  que  la  suivante  : 


x.^,  x'^,      ...      s,(x.,-hx,),    s,(x'..-h  x\),    ., 


r. 


•^2  7, 


s  .y, 


Une  substitution  quelconque  S,  du  groupe  G  que  nous  considérons, 
devant  être  échangeable  à  S,  devra  permuter  les  unes  dans  les  autres 
les  fonctions  linéaires  des  variables  x,,  x\,  . . .;  car  ces  fonctions  sont 
les  seules  que  S  multiplie  par*,.  Elle  permutera  de  même  entre  elles 
les  fonctions  linéaires  de  x.>,  x'.^,  ...,x,,  x\,  ...  qui  sont  les  seules 
que  S  multiplie  par  s,  et  accroisse  en  outre  de  fonctions  linéaires  de  x,, 
x\,  . . .,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  S,  remplace  chacune  des  variables  x  par  une  fonction  linéaire 
de  ces  seules  variables.  De  même  pour  les  variables  jx;  de  sorte  que  G 
sera  réductible,  contrairement  à  notre  hypothèse. 

Remarquons  d'ailleurs  qu'une  substitution  s, ,  cjui  multiplie  toutes  les 
variables  par  un  même  facteur  arbitraire  s,,  est  échangeable  à  toute 
substitution  linéaire.  Elle  fera  donc  partie  du  groupe  G  supposé  géné- 
ral. Et  la  substitution  S  sera  le  produit  de  la  substitution  s,  par  une 
nouvelle  substitution  S'  dont  le  déterminant  caractéristique  n'a  d'autre 
racine  que  l'unité. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  la  construction  des  groupes  abé- 
liens  (î  dont  toutes  les  substitutions  ont  pour  déterminant  caractéris- 
tique une  puissance  de  s  —  i . 


3.  Soit  S  une  substitution  d'un  pareil  groupe.  En  la  ramenant  à  sa 
forme  canonique,  on  voit  qu'il  existe  certaines  variables  x,  x',  ... 
(ju'elle  n'altère  pas.  Soient  y,  y' ,  . . .  les  autres  variables. 

Soit  S,  une  seconde  substitution  du  gi'oupe.  Elle  devra  permuter 
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entre  elles  les  fonctions  linéaires  de  x^  .r',  ...;  elle  sera  donc  de  la 
forme 

x,x'      ...      f(x,x',..),  f^(x,x',  ...), 

y, y      ...      cp(.y,x-',.. .,7, /,...),      o,(x,x',...,y,y,  ...),      .. 

Considérons  la  substitution  partielle  opérée  sur  lésa?,  ,/;', Son 

déterminant  caractéristique,  entrant  en  facteur  dans  celui  de  S,,  sera 
une  puissance  de  s  —  i.  Parmi  les  fonctions  linéaires  de  x,  x',  . . .,  il 
en  existe  donc  que  S,  n'altère  pas. 

Soit  S^  une  nouvelle  substitution  de  G.  Elle  devra  permuter  les 
unes  dans  les  autres  ces  fonctions  que  ni  S,  ni  S,  n'altèrent,  et  parmi 
elles  il  y  en  aura  que  S^  laisse  également  invariables. 

Il  existe  donc  certaines  fonctions  inaltérées  par  toutes  les  substitu- 
tions de  G.  Prenons-les  pour  variables  indépendantes  et  désignons-les 
par  x\,  x'[,  . . .;  nous  les  appellerons  variables  de  rang  i;  soit  m,  leur 
nombre.  Désignons  par  y,  y'.,  ...  les  variables  restantes. 

Les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme  générale 

X',,  X',  ,        ...  X", ,  X  ^ , 

Pour  qu'elles  soient  échangeables  entre  elles,  il  faut  évidemment 
que  les  substitutions  réduites 

obtenues  en  effaçant  les  variables  x,  ./;',  . ..,  soient  échangeables  entre 
elles.  Elles  laisseront  donc  invariables  certaines  fonctions  des/,  y  ,  .... 
Soient  x-',,  x!,,  ...  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  bnéairement  dis- 
tinctes; m.^  leur  nombre.  Ce  sont  les  variables  de  rang  2,  et  toute 
substitution  de  G  (si  elle  les  altère)  les  accroîtra  d'une  fonction  linéaire 
des  variables  de  rang  i. 

Poursuivant  ce  raisonnenient,  on  airive  au  résiillat  suivant  : 

TiiÉoiiioME.  --  Les  variables  iiulépendanles  élaiU  cumenableinciil 
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choisies,  se  répartiront  ainsi  : 

m,      variables     x',,  x],     ...     de  rang  i, 
m^     i^ar iabl.es     x[,  xl,      ...     de  ra/ig  2, 


lUr     variables     x',..,  x"^.,      ...     de  rang  r. 

Toute  substitution  de  G  laissera  inaltérées  les  variables  de  rang  i 
et  accroîtra,  en  général,  chaque  variable  de  rang  k  d' une  fonction 
linéaire  des  variables  de  rang  <!  ^• 

L'ensemble  des  nombres  m,,  «ij,  . . .  constituera  pour  nous  la  signa- 
ture 

du  groupe  G. 

La  question  à  traiter  peut  donc  être  formulée  ainsi  : 

Construire  les  divers  groupes  correspondant  à  une  signature 
donnée. 

4.  La  marche  qui  se  présente  naturellement  à  l'esprit  pour  la 
résoudre  est  la  suivante  : 

On  connaît  déjà  par  le  théorème  précédent  la  forme  générale  des 
substitutions  du  groupe  cherché  G.  Soit  F  le  groupe  constitué  par 
l'ensemble  de  toutes  les  substitutions  de  cette  forme. 

Choisissons  arbitrairement  l'une  d'elles,  S,  que  nous  supposerons 
appartenir  à  G.  Déterminons  le  sous-groupe  T,  formé  par  celles  des 
substitutions  de  F  qui  sont  échangeables  à  S;  il  contiendra  G. 

Choisissons  arbitrairement  dans  F,  une  substitution  S,  qui  ne  soit 
pas  échangeable  à  toutes  les  autres.  Supposons  qu'elle  appartienne 
à  G;  ce  groupe  sera  contenu  dans  le  sous-groupe  F,  formé  par  celles 
des  sul)Stltutions  de  F,  qui  sont  échangeables  à  S,. 

Choisissons  dans  Fj  une  nouvelle  substitution  S^,  qui  ne  soit  pas 
échangeable  à  toutes  les  autres,  et  ainsi  de  suite.  Nous  arriverons  à  un 
dernier  sous-groupe  F,  qui  soit  abélien.  Ce  sera  l'un  des  groupes 
cherchés. 
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Ce  procédé  de  tâtonnement  donnera  bien  tous  les  groupes  G,  mais 
au  prix  de  calculs  fort  longs;  de  plus,  un  même  groupe  pourra  se 
reproduire  sous  plusieurs  formes  différentes,  dont  une  seule  devra 
être  conservée,  si  l'on  veut  éviter  les  doubles  emplois  dans  l'énuméra- 
tion  des  groupes  G. 

Deux  des  groupes  obtenus  ne  peuvent,  en  effet,  être  considérés 
comme  vraiment  distincts,  s'ils  sont  identiques,  ou  peuvent  être  ren- 
dus tels  par  le  changement  des  variables  indépendantes. 

Or,  si  nous  convenons  de  dire  qu'une  fonction  linéaire  des  va- 
riables xi  est  de  rang  k,  lorsque  les  variables  de  rang  le  plus  élevé  qui 
y  figurent  sont  de  rang  k,  il  est  évident  que  le  groupe  F  sera  trans- 
formé en  lui-même,  si  l'on  remplace  chacune  des  variables  x'^  par  une 
nouvelle  variable  indépendante  du  même  rang  (à  la  seule  condition 
que  les  nouvelles  variables  soient  linéairement  distinctes). 

Soient  G  l'un  des  groupes  abéUens  contenus  dans  F;  G,  G',  . . .  ses 
divers  transformés  par  les  changements  de  variables  ci-dessus;  ces 
groupes  ne  seront  pas  distincts  et  ne  devront  compter  que  pour  un  seul 
dans  l'énumération  des  groupes  cherchés. 

Les  considérations  suivantes  permettent  d'abréger  les  opérations 
que  nous  venons  d'indiquer  et  d'obtenir  la  solution  effective  du  pro- 
blème dans  les  cas  les  plus  simples. 

§  II.  —  Considérations  générales. 

5.  Une  substitution  S  du  groupe  T  est  complètement  définie  lorsque 
l'on  connaît  l'accroissement  b,x\  =  fik  qu'elle  fait  subir  à  chacune  des 
variables  x\.  On  pourra  donc  la  représenter  commodément  par  la 
notation 

S  =  I  Aj;;  =  /,,,-•  -,  A.<.  =  /,A.,  . . .  1- 

On  pourra  même,  pour  abréger  l'écrilurc,  supprimer  l'indication 
des  variables  que  S  laisserait  inaltérées. 
Soit 

une  fonction  linéaire  des  x  à  coefficients  indélonniiiés;  S  lui  donnera 
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raccroissement 

Acp  =  L'ki^Axl 

et  l'on  pourra  écrire,  sous  une  forme  plus  condensée, 

Soit  S,  une  autre  substitution  de  F,  qui  accroisse  p  de  A,  cp.  La  sub- 
stitution SS,  transforme  cp  en 

çp  +  Acp  -I-  A,(cp  +  A'p)  =  0  +  Acp  +  A,  ç  +  A,  A'p. 
De  même  S,  S  la  changera  en 

cp  -f-  Ao  +  A,cp  +  AA,cp. 

La  condition  pour  que  S  et  S,  soient  échangeables  est  donc  exprimée 
par  la  relation 

A,  Acp  =  AA,  ip 

qui  doit  avoir  lieu  identiquement,  quelle  que  soit  la  fonction  linéaire  'p. 
En  égalant  séparément  les  coefficients  de  chacune  des  arbitraires  X,^ 
dans  la  relation  précédente,  on  obtiendra  celles-ci 

/   i  =  1,  2,  ...,  A 

VA  =  i,2,...,r 
dont  elle  est  le  résumé. 

6.  Si  deux  opérations  A  et  A,  peuvent  être  interverties,  comme 
l'exprime  cette  égalité,  il  en  sera  de  même  des  opérations 

'  D  =  a^A -h  a.A- -h  a.jA^ -h. ..         et         A,, 

n,,  a.,,  ...  étant  dos  constantes  arbitraires.  Donc  tout  groupe  abé- 
licn  (1  qui  contient  la  substitution  S  contiendra  (s'il  est  général,  comme 
on  le  suppose)  la  substitution  1  qui  accroît  o  de  Dcp.  En  efTct,  soit  S, 
une  substitution  quclcoiupie  de  (i  ;  étant  échangeable  à  S,  elle  le  sera 
à  2.  Si  donc  Z  n'apparicnait  pas  à  (i,  on  pourrait  la  lui  adjoindre 
pour  former  un  grou[)c  abélien  plus  général. 
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Nous  appellerons  ces  substitutions  Z  les  dérivées  de  S.  En  particu- 
lier, nous  appellerons  iniiUipl.es  de  S  celles  pour  lesquelles  Topéra- 
tion  D  se  réduit  à  a,  A. 

De  même,  si  G  contient  plusieurs  substitutions  S,  S,,  ...  accrois- 
sant respectivement  ©  de  Acp,  A,  9,  . . .,  il  contiendra  toutes  les  substi- 
tutions S  qui  l'accroissent  de  Dp,  D  désignant  un  polynôme  symbolique 
arbitraire  en  A,  A,,  ...  (sans  terme  constant).  Ces  substitutions  seront 

dites  les  dérivées  de  S,  S,,   En    particulier,   nous  appellerons 

combinaisons  linéaires  de  S,  S,,  ...  et  nous  représenterons  par 

(aS  -I-  a,  S,  4-. . .) 

celles  où  le  polynôme  D  se  réduit  à  la  forme  linéaire 

D  =  a  A  +  a,  A,  -t- 

7.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  connaisse  déjà  deux  sub- 
stitutions S,  S,  du  groupe  G.  Soit  x  l'une  des  variables.  Parmi  les 
fonctions  linéaires  Ax',  A,  x',  A-x,  AA,  x,  . . .,  soient  y,  y' ,  . . .  celles  qui 
sont  linéairement  distinctes.  Prenons-les,  ainsi  que  x,  pour  variables 
indépendantes;  soient  z^  z',  ...  les  variables  restantes.  Une  substitu- 
tion quelconque  So  du  groupe  G  donnera  à  x  un  accroissement  de  la 
forme 

A, X  =  ay  -f-  a' y'  -\-  . . .+  bz  -\-  b' z'  + . .  .. 

Mais,  parmi  les  substitutions  dérivées  de  S,  S,,  que  l'on  sait  déjà 
appartenir  à  G,  il  en  est  une  a  qui  lui  donne  l'accroissement 


tx  = 


ay  +  a  y 


On  peut  substituer  à  S^  comme  génératrice  du  groupe  la  combi- 
naison linéaire 

(s.-^)  =  s;, 

poui'  laquelle  l'accroissement  de  x  se  réduit  à 
M.,x  =  bz  +  b'z+.... 
C'est  donc  uni(jueiuonl  parmi  l(>s  sui)sliluLious  ainsi  lédiiiles  (juil 


conviendra  de  choisir  une  substitution   échangeable  à  S,  S,,  qu'on 
puisse  leur  adjoindre  pour  continuer  la  construction  progressive  de  (i. 

8.  Cette  condition  d'échangeabilité  restreindra  d'ailleurs  beaucoup 
le  champ  des  hypothèses  possibles  sur  la  nature  de  la  nouvelle  substi- 
tution S!,. 

Supposons,  pour  en  donner  un  exemple  qui  sera  utile  plus  tard,  que 
l'on  ait  b  =  b'=^...^^o,  de  telle  sorte  que  A'^x  soit  nul;  A',y,  A^y',  ...  le 
seront  également.  En  effet,  S^  étant  échangeable  à  a,  on  aura  néces- 
sairement 

A!,  ^x  =  oA'^x  =  o, 
car  A'^x  est  nul. 

Mais,  d'autre  part, 

A'^cx  =  a  A'^ y  -h  a'  A'.,y  ■+-. .. 

et,  pour  que  cette  expression  s'annule,  quelles  que  soient  les  con- 
stantes a,  a',  . . .,  il  faudra  qu'on  ait 

A;y  =  o,      A;y=o, 

9.  Comme  cas  particulier  du  précédent,  considérons  celui  où  les 
variables  x,  y,  y',  .  . .  épuisent  le  nombre  des  variables  indépendantes  ; 
il  n'y  aura  pas  de  variables  z,  et  S!,  n'altérant  aucune  variable  se  réduira 
à  l'unité.  Il  n'existera  donc  aucune  substitution  nouvelle  qu'on  puisse 
adjoindre  au  groupe  dérivé  des  substitutions  S,  S,  déjà  connues  et  ce 
groupe  sera  général. 

10.  Il  existe  dans  le  groupe  F  certaines  substitutions  a  échangeables 
à  toutes  les  autres  et  qui,  par  suite,  appartiendront  à  tous  les  groupes  G 
contenus  dans  F.  Ce  sont  celles  qui  n'altèrent  aucune  variable,  sauf 
celles  de  rang  maximum  x\,  x'I,  ...,  qu'elles  accroissent  de  fonctions 
arbitraires  Bx'^,  Bx'l,  . . .,  des  variables  de  rang  i.  Elles  accroîtront,  en 
elfet,  la  fonction  arbitraire 

f^'Lli/.x 
de  la  quantité 

ocp  =  A , ^  ox].  -I-  Ajr  ox,. -+-.... 


GROUPES    \BELIENS    GENERAUX. 


Soit  S  une  autre  substitution  de  F;  elle  accroîtra  cp  d'une  fonction  A'p 
qui  ne  contient  que  des  variables  de  rang  <^  /•.  On  aura  donc 

S  Aç  =  o. 

Mais,  d'autre  part,  Sç  étant  de  rang  i,  on  aura 

Aocp  =  o. 

La  condition  d'échangeabilité  est  donc  remplie. 

On  remarquera  que  le  succès  de  ce  raisonnement  tient  à  cette  cir- 
constance que  x\.^  x].,  ...  ne  figurent  pas  dans  Ay.  Ces  variables  de 
rang  maximum  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  propriété,  quelle 
que  soit  la  fonction  ç  et  de  quelque  manière  que  S  soit  choisie  dans  le 
groupe  r. 

Mais  si  la  substitution  S  doit  être  choisie,  non  plus  dans  toute 
l'étendue  du  groupe  F,  mais  dans  un  de  ses  sous-groupes  F,,  il  peut 
arriver  que  certaines  variables,  de  rang  <C '%  ne  figurent  pourtant 
pas  dans  les  A<p.  Les  substitutions  a',  qui  n'altèrent  que  ces  variables,  en 
les  accroissant  de  fonctions  arbitraires  des  variables  de  rang  i ,  seront 
échangeables  à  toutes  celles  de  F,  ;  elles  appartiendront  donc  à  tout 
groupe  abélien  G  contenu  dans  F,,  et  supposé  général. 

11.  Soit  x^  l'une  des  variables  de  rang  A'.  Les  diverses  substitu- 
tions S,  S,,  ...  du  groupe  G  lui  donneront  des  accroissements  Ax^, 
A,Xi,  ...  de  rang  k  —  i  au  plus.  Mais  l'un  au  moins  d'entre  eux  sera 
effectivement  de  rang  A  —  r .  Autrement  ce  serait  à  tort  qu'on  aurait 
inscrit  X/,  comme  variable  de  rang  A;  elle  serait,  en  réalité,  de  rang 
inférieur. 

Nous  allons  établir  (|ue  (1  contient  une  subslilulion  S  pour  la- 
quelle A-r^i,  A'^x'/,,  ...,  A*"'.'/,  soient  l'espcctivement  de  rangs  A  —  i, 

A  —  2,    .  .  .,  I. 

Supposons,  en  ed'et,  (ju'on  ait  trouvé  déjà  une  substitution  S  pour 
laquelle  Aa;^,  ...,  A'"'.'^.  soient  respectiveiucrit  de  rangs  A—  i,  ..., 
A  —  /  -1-  I ,  mais  où  A'^^  soit  de  rang  <[  A  —  /. 

Puisque  A'  '  x^  est  de  rang  A  —  / -t-  i ,  (ï  contiendra  une  substitu- 
tion S,  qui  l'accroît  d'une  fonction  de  rang  k  —  l  —  i . 
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Soient  Acp,  A|Cp  les  accroissemenls  que  S,  S,  donnent  à  la  fonction 
aibitraire  cp;  G  conliendra  la  combinaison  linéaire 

i:  =  (S-t-£S,), 

t  étant  un  infiniment  petit.  Cette  substitution  accroît  cp  de 

Dç  =(A  +  £  A,  )ç. 

Répétant  cette  opération,  on  aura 

D'(p=(A  +  £A,yç 
et,  en  particulier, 

D'x,-  =  (A  +  £A,yj--,  =  (A'+/£A,A'-'+...).r,. 

Or,  par  hypothèse,  A'x^  est  de  rang  ^k  —  l  et  A,  A'~';r;,.  de 
rang  A-  —  /;  les  termes  non  écrits  peuvent  être  du  même  rang;  mais, 
étant  infiniment  petits  par  rapport  aux  précédents,  ils  ne  peuvent  les 
détruire.  Donc  D'x/,  aura  le  rang  k  —  l  et  D'x\,  D'~^' x^,,  . . .,  X/,  étant 
de  rangs  croissants,  dont  le  dernier  est  A",  leurs  rangs  respectifs  seront 
bien  k  —  /,  A  —  /  +  i ,  . . . ,  A. 

Soit  S  la  substitution  dont  nous  venons  d'établir  l'existence.  Dési- 
gnons par  X/^,  x^_,,  .  . .,  X,  les  fonctions  a;^,  Ax/,,  . . .,  A*~'a->.  Etant  de 
rangs  décroissants,  elles  seront  linéairement  distinctes.  Prenons-les 
pour  variables  indépendantes.  La  substitution  S  prendra,  en  ce  qui 
concerne  ces  variables,  la  forme  suivante  : 

Ax^  =  Xk  ,,  Ax-;i_,  =a-;i_2,  ...,  Aj:-,  =  o. 

12.  Soient  S,  S,  deux  substitutions  d'un  groupe  G  de  signa- 
ture (m,,  rh.^,  ....  ni,.\.  Nous  avons  trouvé  pour  exprimer  leur  échan- 
geabilité  les  conditions  suivantes  (n"  ii)  : 

/   /=  1,  ;^,  ...,  ni/,  \ 
A,  Aa;  =  AA,x-^         { 

\k  =  i,-2,  ...,r     ) 

Si  nous  nous  bornons  à  considérer  celles  de  ces  identités  où  A  =  p, 
elles   exprimeront   (pie  les  substitutions  efi'ectuées  sur  les   variables 


GROUPES    ABÉLIENS    GÉNÉRAUX.  223 

des  p  premiers  rangs  seulement  sont  échangeables.  L'ensemble  de  ces 
substitutions  partielles  (correspondant  aux  diverses  substitutions  S, 
S,,  ...  du  groupe  G)  formera  donc  un  groupe  abéiien  de  signa- 
ture [m,,  ...,«?p];  mais  ce  groupe  pourra  ne  pas  être  général  dans 
son  espèce. 

On  peut  même  négliger,  parmi  celles  des  identités  où  A-  =  p,  toutes 
celles  où  i>  p.,  fx  étant  un  entier  moindre  que  «ip;  les  identités  restantes 
exprimeront  l'échangeabilité  des  substitutions  partielles  opérées  sur 
les  variables  de  rang  <C  p  et  les  [i.  premières  variables  de  rang  p.  L'en- 
semble de  ces  substitutions  partielles  formera  donc  un  groupe  abéiien 
de  signature  [m,,  ...,  "'p_i,  [>■],  mais  qui  pourra  ne  pas  être 
général. 

Parmi  les  conditions  conservées  jusqu'à  présent,  effaçons  encore 
toutes  celles  où  k  <^<j  et,  dans  celles  qui  subsistent,  supprimons  dans 
les  deux  membres  les  termes  qui  contiennent  les  variables  de  rang  <C_'J. 
Les  conditions  ainsi  restreintes  expriment  que  les  altérations  produites 
par  S,  S,,  ...  sur  les  variables  des  rangs  a-,  . . .,  p  —  i  et  les  [/.  pre- 
mières variables  de  rang  p  seraient  échangeables  si  l'on  y  biffait  les 
termes  qui  contiennent  les  variables  de  rang  <^  ct.  Les  substitutions 
restreintes  ainsi  obtenues  formeront  encore  un  groupe  abéhen,  de 
signature  [/«o,  ...,/»p_,]. 

On  voit  par  là  que  la  détermination  des  groupes  abéliens  généraux 
de  signatures  simples,  telles  que  [m,,/?*,],  [fni,  rn^,  m^],  ...  et  de 
leurs  divers  sous-groupes  constituerait  un  premier  pas  assez  impor- 
tant vers  la  solution  du  problème  général  relatif  à  une  signature  quel- 
conque [/)/,,  ///.,,  . .  .J. 

15.  Avant  de  passer  aux  appHcations  particulières  des  principes 
ci-dessus,  il  convient  encore  de  remarquer  qu'il  existe  certaines  signa- 
tures aux([uelles  ne  correspond  aucun  groupe  G.  Nous  allons  montrer, 
par  exemple,  l'impossibilité  de  la  signature  [m,,  i,  2]. 

Supposons,  eu  edet,  qu'il  existe  un  groupe  G  ayant  cette  signature; 
soient  x.,  la  variable  de  rang  a,  x^,  x'^  celles  de  rang  3.  Une  substitu- 
tion que!c()n(iue  S  du  groupe  G  donnera  à  x^,  x'^  des  accroissements 
do  la  fuinie 

Sx.,  —  ax.^  -H  H , ,         Ax-,  =  a'x.^  +  Hi , 
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en  désignant,  d'une  façon  générale,  par  R,  une  fonction  des  variables 
de  rang  i,  qu'il  est  inutile  de  préciser  et  qui  ne  sera  pas  partout  la 
même. 

La  variable  x^  étant  de  rang  3,  G  contient  au  moins  une  substitu- 
tion S  où  a  n'est  pas  nul  et,  si  nous  changeons  de  variables,  en  posant 

nous  aurons  plus  simplement 

AX,  =  .r,+  R,,        Ax;  =  R,. 

Les  substitutions  de  G  seront  des  combinaisons  linéaires  de  celle-là 
avec  d'autres  substitutions  S,,  ...  donnant  à  X3,  X!,  des  accroisse- 
ments de  la  forme 

A,X,=  R,,         A,x',  =  b.v,-h\\,. 

Mais,  X3  étant  une  variable  de  rang  3,  il  existe  au  moins  une  substi- 
tution S,  pour  laquelle  Qu'est  pas  nul,  et,  comme  on  peut  remplacer  la 
substitution  S,  par  un  de  ses  multiples,  il  est  permis  de  supposer  6  =  1. 

Les  substitutions  de  G  seront  évidemment  des  combinaisons  linéaires 
de  S,  S,  avec  d'autres  substitutions  Z  pour  lesquelles  les  accroisse- 
ments de  X3,  X'3  se  réduiront  à  la  forme 

DX3  =  R,,         DX;  =  R,. 

Cela  posé,  aucune  des  substitutions  S,  S,,  Z  ne  pourra  altérer  :Fj. 
Soit,  en  ell'et,  Ax.^  l'accroissement  que  lui  donne  S  ;  on  aura 

A,  AX3  =  A,(a;a  +  Ri)  =  A,  u^j 
et,  d'autre  part, 

AA,X3  =  AR,  =  o. 
Donc  A,.x"o  =  o. 

On  trouvera  de  même 

A,AX;  =A,R,  =  (.,         AA,X;  =  A(^,+  R,)  =  Ax„ 
A,  DX;  =  A,  R,  =  o,         DA, X;  =  D(x,  -+-  K,)  =  Dx„ 
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d'où 

\x.,  =  o,  Dj-j  ^  o. 

Donc  a;,,  n'étant  altérée  par  aucune  des  substitutions  dont  G  est 
dérivé,  est  une  variable  de  rang;  i  et  non  de  rang  2,  comme  on  l'avait 
supposé,  de  sorte  que  la  signature  du  groupe  n'est  pas  [m,,  1,2], 
mais  [m,  +  I,  2]. 

14.  De  l'impossibilité  de  la  signature  [m,,  1,2],  qui  vient  d'être 
établie,  résulte  évidemment  (n°  12)  celle  de  toute  signature  de  la 
forme  fw,,  . . .,  w*_n  i ,  m^^^,  . . .,  w,.],  où  l'un  des  nombres  m/f_^,,  . . ., 
m,,  serait  plus  grand  que  l'unité. 

§  III.        Applications. 

1°   (jioupe  de  signature  \m.n^. 

15.  Les  substitutions  de  V  ne  sont  autres  que  les  substitutions  n  du 
numéro  10.  Le  groupe  G,  qui  doit  les  contenir  toutes,  n'est  autre 
que  r  lui-même. 

Ses  substitutions  sont  des  combinaisons  linéaires  de  mn  substitu- 
tions distinctes  dont  chacune  laisse  inaltérées  toutes  les  variables,  sauf 
l'une  de  celles  de  rang  2,  .r!,,  ...,  a;^,  qu'elle  accroît  de  l'une  des  va- 
riables de  rang  i,  x\^  . .  .,  x'" . 

l(j.  LTn  sous-groupe  g  contenu  dans  G  sera  dit  d'espèce  p,  si  toutes 
ses  substitutions  sont  des  combinaisons  linéaires  de  p  substitutions 
distinctes  S,,  . . .,  S^,. 

Une  quelconque  S,  de  ces  substitutions  accroîtra  une  quelconque 
des  variables  de  rang  2,  telle  que  x'!^,  d'une  certaine  fonction  linéaire  (p,^ 
des  variables  .r,  de  rang  i. 

La  substitution  générale  de  g,  (A,  S,  -l-  . . .  -f-  A^S^, ),  doimera  donc 
à  la  fonction  générale  de  rang  2 


lJ.,X,,-h...-h  [J-nX.^, 

rarcroisscment 


'  =  1,2, 
/»■  =  I  ,  2 , 
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Le  second  membre  est  une  fonction  trilinéaire  par  rapport  aux  trois 
séries  de  variables  X,  u;.,  x.  On  dispose  pour  la  réduire  à  une  forme 
canonique  des  opérations  suivantes  : 

1°  Une  sul)Stitution  linéaire  arbitraire  opérée  sur  les  .r,; 

2°  Une  substitution  linéaire  opérée  sur  les  [Ji; 

3°  Une  substitution  linéaire  opérée  sur  les  X. 

Ces  deux  dernières  opérations  altéreraient  les  expressions 

Mais  on  les  ramènera  à  leur  forme  initiale  en  exécutant  les  substitu- 
tions inverses  des  précédentes  sur  les  x.,  et  sur  les  S;  opérations  per- 
mises, car  on  peut  cbanger,  d'une  part,  les  variables  indépendantes,  et, 
d'autre  part,  remplacer  S,,  ...,  S^  comme  génératrices  du  groupe  g 
par/)  de  leurs  combinaisons  linéaires. 

On  aura  donc  autant  de  sous-groupes  g  de  l'espèce  p  qu'il  existe  de 
formes  réduites  distinctes  pour  la  fonction  trilinéaire 

La  construction  de  ces  réduites  est  un  problème  assez  complexe; 
nous  l'avons  abordé  dans  un  précédent  Mémoire  (Journal  de  Liou- 
ville,  1906,  p.  4o3  et  1907,  p.  5)  et  nous  en  avons  donné  la  solution  : 
1°  dans  le  cas  où  l'un  des  nombres  m,  n,  p  est  égal  à  1  ou  à  25  2°  dans 
celui  où 

m  =  /i  =  p  =  3. 

2°  Groupe  de  signature  [/»,  1.  i,  i i]. 

17.  Soit  X,  la  variable  unique  de  rang  maximum  /•.  Le  groupe 
cherché  G  contient  (n°  11)  une  substitution  S  pour  laquelle  on  a 

Axv  =  x,.^^ ,  Aj:V-(  =  ^r-'ii  ■  •  •  1  A.r,  ---  o, 

Xr-i,  . . .,  X-,  étant  des  variables  de  rangs  r  —  i,  . . .,  1 . 

Soient ./;',,  x\,  ...  les  nt  —  1  autres  variables  de  rang  i  ;  G  contien- 
dra, en  outre  (n"  10),  les  substitutions  d  qui  accroissent  xv  d'une  fonc- 
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tion  linéaire  de  a;,,  j',',  .  ..,  sans  altérer  aucune  des  autres  variables. 
Les  substitutions  dérivées  de  S  et  des  a  donneront  aux  diverses  va- 
riables des  accroissements  de  la  forme  suivante  : 

« 
Dxr     =  a,Xr_,  -+-  a.y.Vr-2  -\-a^.i.\-i-\-.  ■  ■-\-  ar-\J-\  +  ^1  -^i  +  b.iX'\-^. .  .^ 

Y)Xr- 1  =  a  ,  iV-o  -t-  «2  -^V- 3  +  •  •  •  +  ('r-l  ^  1  ? 

Dav_2  =  a ,  .iV_a  -I-  ...  H-  rtr_  :,  .T  I  , 

DX|  ^  D.r|  =  D,/''î  ^ . . .  =  o, 

où  les  coefficients  a,  h  peuvent  prendi'e  toutes  les  valeurs  possibles. 

Ces  substitutions,  permettant  d'accroître  x^  d'une  fonction  linéaire 
quelconque  des  autres  variables,  épuiseront  toutes  celles  du  groupe 
cherché  (n°  9). 

On  n'a  donc  ici  encore  qn'uii  seul  groupe  G  de  la  signature  deman- 
dée. 

3"   Groupes  de  signature  [/«,  n,  i]. 

18.  Soient  x^  la  variable  unique  de  rang  3;  .r,', ,  ...,  .r"  celles  de 
rang  2  ;  x', ,  . . .,  x'"  celles  de  rang  i . 

G  contient  les  substitutions  n  du  numéro  10  et  résulte  (n"  7)  de 
leur  combinaison  avec  des  substitutions  S,,  S2,  .. .  pour  lesquelles  on 
a  simplement 

^.,X.,=  r!^.,,  A._x''  =  f.,^, 


les  cp  étant  des  fonctions  de  x'.,,  . . .,  x"  (qui  ne  sont  pas  toutes  nulles) 
et  les  y  des  fonctions  de  ./■',,  . .  .,  x"'. 

Supposons  (jue  parmi  les  fondions  "i-  il  y  en  ait  /  linéairement  dis- 
tinctes. En  les  prenant  [)our  variables  indépendantes,  nous  aurons 
/  substitutions  S,,  ...,  S,,  telles  ^ue,  pour  l'une  (pielconcpie  d'entre 
elles  S,,  on  ait  les  accroissements 


,  .<i, 


1,  2, ..   , « 
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G  résultera  de  la  combinaison  de  a,  S,,  . .,  S/  avec  d'autres  substi- 
tutions a'  qui  laissent  invariable  x^  et,  par  suite,  x\,  ...,  x'",  x'^,  ..., 
x',,  (8).  Si  donc  l  était  égal  à  n,  les  substitutions  a'  se  réduiraient  à  la 
seule  substitution  i,  et  la  construction  de  G  s'arrêterait  là.        -• 

Supposons,  au  contraire,  l  <Cn  pour  rester  dans  l'hypothèse  la  plus 
générale.  Les  substitutions  a'  accroîtront  x'^\  ...^x",  de  fonctions 
linéaires  (]^;+,,  ...,  vp»  des  variables  de  rang  i.  D'ailleurs,  quelles  que 
soient  ces  fonctions  '|i,,  ...,  a'  sera  échangeable  aux  substitutions  a, 
S,,  ...,  S^  (^^)-  Donc  G  sera  dérivé  des  substitutions  a.  S,,  ...,  S/,  a'. 

Mais,  en  combinant  les  a'  avec  S,,  ...,  S^,  on  pourra  simplifier 
l'expression  de  ces  dernières  substitutions  en  les  remplaçant  par 
d'autres  substitutions  génératrices  S',,  ...,  S^,  pour  lesquelles  toutes 
celles  des  fonctions  f^^  où  k~^  l  soient  nulles. 

Le  groupe  G  sera  ainsi  dérivé  des  substitutions  tr'  et  d'un  groupe  G' 
de  substitutions  d'où  les  variables  x[^\  . . .,  x"  ont  disparu.  Ce  dernier 
groupe,  de  signature  \in,  /,  i],  sera  dérivé  des  substitutions  a,  jointes 
à  des  substitutions  S, ,  .. . ,  S^  de  la  forme  suivante  : 

/    Î  =  I,2,  ...,/\ 
s;  =  ]  A,x-3  =  x'^,  ^iX.,  =  fik\         (    ,  ,     • 

\  A-=  1,2,...,// 

19.  Nous  n'avons  pas  encore  exprimé  que  ces  substitutions  S'  sont 
échangeables  deux  à  deux.  Cette  condilion  donne  les  relations 

A,Aaj73  =  AaA,-X3, 
d'où 

fik  =  fki- 

Les  f  se  réduiront  donc  à fonctions  distinctes,   contenant 

•'  2 

chacune  m  coelTuionts  arbitraires.  Mais  le  nombre  de  ces  paramètres 
peut  être  réduit  par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes 
et  des  substilulions  génératrices. 

Considérons,  en  etl'et,  la  substitution 

(A.S,  -+-...+  A,S/), 
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OÙ  A,,  . . .,  >./  soqt  des  indéterminées.  Elle  accroîtra  x-,  de  la  quantité 

Dxj  =  1k  ,  x., -\- . . .  +  A/O^j 
et  X*  de  !a  quantité 

4*  désignant  la  forme  quadratique 

i        A- 

D'ailleurs,  les  //^  étant  des  fonctions  linéaires  des  m  variables  x\,  . . . , 
a;"',  on  aura,  en  les  mettant  en  évidence, 

i]/,,  . . .,  ■!„  étant  des  fonctions  quadratiques  des  X. 

Soient  enfin  [x,,  . . .,  ix/  de  nouvelles  indéterminées;  on  aura 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  covariant  de  la  forme  (|/ 
(une  polaire),  lorsqu'on  y  soumet  les  deux  séries  de  variables  X  et  [a  à 
la  même  substitution.  On  peut  le  faire  sans  altérer  les  expressions 

X,  .r'^  -I- . . .  -f-  X/.ci ,  p.,  x'!,  -H ...  H-  iJ-ix'^ , 

X,S,  +...-+- A/S,, 

pourvu  qu'on  opère  la  substitution  inverse  sur  les  x,  et  sur  les  S. 
On  aura  donc  après  cette  transformation 

iDx'j  =  "A,  x'^  + . . .  -f-  A/.' ., , 
D( |j., ./;,  + . . .  +  [x/x,  )  =2i  ,"-A  ,7)-;  =2-  ■^''  2-  !^*  ^X^;. ' 
A  '  ,  A- 

W,  ^/désignant  les  transformées  de  .p,  •]/,  |iai'  la  substitution  opérée 
sur  les  A.  D'ailleurs,  on  peut  soumettre  également  les  x,  à  une  subsli- 

Jiiiirn.  de  Math,   (d-  sriie  ),  lonic  111.  -    Kub.-.lll,    1.1..7.  >^t> 
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tution  linéaire  quelconque.  On  voit  donc  que  le  problème  de  construire 
les  groupes  G'  revient  à  déterminer  les  formes  canoniques  distinctes  à 
l'une  desquelles  peut  être  ramené  le  réseau 

^  =  ar',(|^, +....+<''!„ 

dérivé  de  ni  formes  quadratiques  à  l  variables. 

En  effet,  si  la  forme  réduite  W  est  connue,  on  n'aura  qu'à  remplacer 
D  par  sa  valeur  X,A,  -H. .  .-f- X^A^  dans  les  relations  (i)  et  à  égaler 
les  coefficients  des  indéterminées  X  et  ix  dans  les  deux  membres  pour 
obtenir  explicitement  toutes  les  quantités  AjX'j,  A^x*  et  connaître,  par 
suite,  les  substitutions  S,. 

20.  Parmi  les  types  réduits  W,  il  en  existe  dans  lesquels  quelques- 
unes  des  variables  a-,  ou  des  variables  \  ont  disparu. 

Soit  N„,/  le  nombre  des  réduites  restantes  qui  contiennent  toutes  les 
variables.  Le  nombre  total  des  réduites  possibles  sera  évidemment 


22  N,. 


1,2,  ...,m 

1,2,...,/ 


et  celui  des  réduites  où  figurent  tous  les  X,  avec  tout  ou  partie  des  x, , 
sera 

Ces  dernières  réduites  sont,  d'ailleurs,  les  seules  auxquelles  corres- 
pondent des  groupes  G'  ayant  la  signature  demandée.  En  effet,  si  l'on 
suppose  que  l'une  des  variables  A,  telle  que  X;^,  ne  figure  pas  dans  W, 

on  aura,  d'après  les  relations  (i),  Dx*  =  ^  =  o,  d'où 

et  la  variable  xj,  inaltérée  par  toute  substitution  de  G',  ne  serait  pas 
de  rang  a,  mais  de  i-ang  i . 

Le  nombre  des  groupes  G'  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  / 
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sera  donc 


UN,, 


Chacun  d'eux  concourt  à  la  formation  cFun  groupe  G.  D'ailleurs, 
/peut  prendre  successivement  toutes  les  valeurs  de  i  à  n. 

Le  nombre  total  dos  groupes  G  de  signature  [//;,  n,  i]  sera  donc 


(2) 


;      ,  \    /=  I,  2,  .  .  .,  /i    / 


21.  Pour  la  détermination  de  ces  nombres  N,  nous  renverrons  au 
Mémoire  déjà  cité  (Journal  tir  Liouville,  1906,  p.  4o-^)>  auquel  nous 
empruntons  les  résultats  suivants  : 


N,v=o,        s 

N,v=i,         s 
N„=i, 

o,  N,,=  2, 

i3,         N,,  =  8, 


i> 


1(1- 


l{l  +  ^) 


N,,  =  6, 
N     —  5 


On  en  déduit  aisément,  par  la  formule  (2),  le  Tableau  suivant  du 
nombre  des  groupes  G  pour  toutes  les  valeurs  de  n  qui  ne  surpassent 
pas  3  : 


5     w>5 


«  =  3 


1 

2 

3 

4 

1  I 

1 
5 

■x .") 

I 

5 
3  S 

1 

5 
38 

1 
5 

4"    (îioiifics  (le  si^naltirc  [1,  /',  i,  1,  .  .  .,  rj. 

22.   Soit  xv  la  variable  de  rang  niaxiniuui;  <i  oonliendia(l  I),  outre 
les  substitutions  a  tlii  n"  1(),  niir  subslilnlion  S,  pour  lii(|ii('llc  on  aura 


Axv  =^  Xr 


^Jb  f_y     —     ^^^/•—'j 


\.r, 
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Xri  Xr-t ,  .    -,  x^  étant  de  rang  r,  r  —  i ,  .  . . ,  i  et  pouvant  être  choisies 
comme  variables  indépendantes. 

Soient  x'.,,  ...,  j;""'  les  variables  de  rang  2,  autres  que  x.^\  S  leur 
donnera  des  accroissements  de  la  forme 

A.r'^  =  a'  ■r^ ,         ^xl  =  a"x, ,  .... 

Mais  on  annulera  ces  accroissements  si  l'on  prend  pour  variables 

Nous  pouvons  donc  supposer  qu'on  ait 

Ax'j  =  o,         Axl  =  0  

Cela  posé,  G  résultera  (7)  de  la  combinaison  des  substitutions  t,  S 
avec  d'autres  substitutions  S,,  S2,  . . .  qui  donnent  respectivement  à  Xr 
des  accroissements 

les  çp  étant  des  fonctions  des  seules  variables  x'^,xl,  . . . ,  en  nombre  n—  i. 
Supposons  que,  parmi  ces  fonctions,  il  y  en  ait  l  linéairement  dis- 
tinctes (/  pourra  être  égal  à  l'un  des  nombres  o,  i,  ..  .,  n  —  r).  En  les 
prenant  pour  variables  indépendantes,  on  aura  simplement,  pour  les 
substitutions  S,,  . . .,  S/, 

A,  .r^  =  x-'^ ,         A.,Xr=  xl,  . . . ,  AtXr=  x[ . 

Ces  substitutions  n'altéreront  d'ailleurs  aucune  des  variables  Xr^,, . . ., 
Xj,  X,.  On  a,  en  effet,  par  exemple,. 

A,  a,v_A  =  A,  A* XV  =  A^A,  x^  —  A''x'.,  —  o. 

(Juaiit  aux  variables  x\,  .  .  ,  x"^  elles  leur  donneront  des  accroissements 
de  la  f(jrnie 

A,.r*  =  ai/,x,. 

Cela  pose'',  il'  gr()U|)('  (i  sera  dérivé  de  la  conibiiiaisoii  des  substitu- 
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lions  (7,  S,  S,,  .  .  ,  S^  avec  d'autres  substitutions  <t'  qui  laissent  inal- 
téré Xr  et,  par  suite,  ir^-u  •  ,  .P|,  ^'.î  ■  •  m  *'1  (8)-  Quant  à  a;^*',  •  .,  a;", 
elles  les  accroîtront  de  multiples  de  x^ .  Quels  que  soient  ces  multiples, 
la  substitution  cr'  appartiendra  à  G  (10). 

Le  groupe  G  sera  donc  dérivé  des  substitutions  a,  ct'.  S,  S,,  . . .,  S/. 
En  combinant  ces  dernières  substitutions  avec  les  a',  on  obtiendra  des 
substitutions  génératrices  plus  simples  S, ,  . . .,  S^,  où  ceux  des  A,.r*, 
pour  lesquels  Âr  >  /  seront  tous  nuls. 

Après  cette  simplification,  les  substitutions  a-.  S',,  . . .,  S^  ne  contien- 
dront plus  les  variables  x^^\  . . .,  x"  et  formeront  un  groupe  abélien  G', 
de  signature  [i,  /  +  i,  t,  i,  . . .  J,  dont  la  combinaison,  avec  les  substi- 
tutions (t',  donnera  G. 

23.    Les  substitutions   S',  . . .,  S^  sont  de  la  forme 

/     /  =  I,  2,  .    .,  /    \ 

\    A  =  1,2,...,/    / 

Elles  sont  échangeables  deux  à  deux,  ce  qui  donne  les  relations 

La  réduction  à  la   forme  canonique   du   groupe   G'   peut  s'effectuer 
comme  au  n"  19. 
La  substitution 

donne,  en  effet,  à  x^  l'accroissement 

DxV  =  X,  .r.,  -!- . . .  -i-X;,r' 
et  à  la  fonction  linéaire 


raccroissemenl 


\)  (_  a,  ,/•„  -H . . .  +  \}.ix    )  =  ./;,  N   (7.,,  ,  ■- , 
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4*  désignant  la  forme  quadratique 

En  opérant  sur  les  indéterminées  A  et  p.  une  même  substitution 
linéaire  et  la  substitution  inverse  sur  les  x'^  et  sur  les  S',  on  n'altérera 
pas  les  expressions 

X,  S'  +  . ..+ A/S/, 

[J-jX^  -f-. .  .-I-  [J-/-ci, 
mais  on  transformera  ^j^  en  une  somme  de  carrés 

contenant  nécessairement  toutes  les  variables  X  (voir  le  n°  20)  et  sa 
polaire 


Cette  forme  canonique  étant  unique,  on  voit  qu'à  chaque  valeur  de  / 
correspond  un  seul  groupe  G'  et  partant  un  seul  groupe  G.  Mais  on 
peut  assigner  successivement  à  l  les  valeurs  o,  t ,  . .  .,  n  —  i . 

Il  existe  donc  n  groupes  G  ayant  pour  signature  [  i ,  «,  i ,  i ,    . .  ]. 

5"  Groupes  de  signature  [i,  m,  «]. 

24.  Il  faut  supposer  ici  m  et  n  plus  grands  que  l'unité;  car, 
pour  n  :=  I ,  on  retomberait  sur  des  cas  déjà  traités,  et,  pour  m  =i, 
// ;>i,  le  groupe  G  ne  saurait  exister  (1-4). 

Soient  x,;  x\,  . . .,  :/;'"  ;  x\,  . . .,  x"   les  variables. 

Le  groupe  G  sera  dérivé  des  substitutions  a,  combinées  à  d'autres 
substitutions  que,   d'après  le  n°  7,   on  peut  supposer  réduites  à  la 
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forme 

les  cp  étant  des  fonctions  des  seules  variables  x[,,    . .,  x'". 

Parmi  les  substitutions  de  cette  forme  que  G  doit  contenir,  il  en  est 
une  au  moins  S,  où  a,  n'est  pas  nul.  Autrement  x^  ne  serait  pas  de 
rang  2. 

En  prenant,  d'ailleurs,  pour  variables  indépendantes, 

'*'.»,       ^-i  X ..  —  CL  1  X  ,  -        .... 

a^     -  -     -  '2'  1 

au  lieu  de  x',,  a:\,,  ...,  on  rendra  a,  égal  à  l'unité  et  l'on  fera  disparaître 
«2,  . . .,  a^,  de  sorte  que  S,  aura  la  forme 

S,  =  |Ax'  =  o,/,  A,a,-;,  =  x-,,  A,y4=  o  (pour  A-  >  i),  A,,r,  =  o|, 

et  G  résultera  de  la  combinaison  des  substitutions  ct,  S,  avec  de  nou- 
velles substitutions  de  l'espèce  S,  mais  dans  lesquelles  on  pourra  sup- 
poser a^  =  o. 

■  Parmi  ces  nouvelles  substitutions,  il  en  est  au  moins  une  S,  où  a^ 
n'est  pas  nul,  et,  par  un  cbangcment  de  variables  analogue  au  précé- 
dent, on  la  ramènera  à  la  forme 

5.=  \A.,x\—  9,,,  A,x^  =  x-,,  A,x*  =  o  (si  A- ^2),  AoJ?,  =  o|. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  G  contiendra,  outre  les  (t,  m  substitu- 
tions S, ,  . . . ,  S,„  ayant  les  formes  suivantes  : 

S,  =  I  Aix'.^  =  (p,^,  A,-4  =  X-, ,  A,a;*  =  o  (si  /r  >  i),  A,x,  =  o  |, 

les  ç,y  étant  des  fonctions  des  r.,  telles  que 

5,,,  =  a',  ./•!,  -t- . . .  +  a',„  .r"' . 

Le  groupe  cherché  G  sera,  d'ailleurs,  dérivé  des  seules  substitu- 
tions t,  S,,  ...,  S,„,  caries  subsliliitions  (|u'i)ii  aiiiail  à  lui  adjoindre 
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pour  le  compléter  pourraienl  être  supposées  de  la  forme 

S  =  I  Ax[  =  (U/,  Axî,  =  o,  A.r,  =  o  |. 

Mais  les  fonctions  (f/  devraient  être  toutes  nulles. 
Soit,  en  effet, 

ip/  =  a'  x!,  H- . . .  -I-  a'„  xl'  ; 

S  étant  échangeable  à  S,,  on  aura 

Mais  le  premier  membre  est  égal  à 

car  (p,v  ne  contient  que  les  variables  de  rang  2  ;  quant  au  second  membre, 
il  est  égal  à 

A,- ( a\  x'.,  -I- . . .  -t-  a',, x"' )  ^  a'^x,. 

Donc  a'-  =  o,  quels  que  soient  ;,  /.  Les  substitutions  S  se  réduiront 
donc  à  la  seule  substitution  i  qui  appartient  déjà  à  G. 

2o.   Les  substitutions  S,,  ...,  S,„  doivent  être  échangeables  deux  à 
deux;  d'où  les  conditions 

A,- Aa- 4  =  ^*4- 4- 
Mais 

A,  A^x[  =  A,  [ai,x'.,+...+  a\„^  a-"'  ]  =  a^,  x, 

A^Aix'.^  =  a\^x,. 
Donc 

On  pourra  écrire  en  conséquence 
•\i  désignant  la  forme  quadratique 


i'.=  ^2;«:.-^i--î    ( 
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La  substitiilion 

(A,S,4-...  +  A,„S„,) 

donnera  à'chacune  des  variables  x'^  un  accroissement 

et  à  la  fonction 

u.f./:'.^-h. . .+  u(-„-i'" 
Faccroissenient 

T\/         '    ,  .  «x       V"       V -.    à'\i/{.T'      ..,.r'.;') 

I  i  - 

i         i 

Cette  dernière  expression  est  la  polaire  par  rapport  aux  x^  de  la  fonc- 
tion 

f{\,,...,\,„)^l^u.r]^,ÇK,,...rK,). 

L'expression  du  j;'ioupc  ( i  rlaul  ainsi  Irouvée,  il  est  aisé  de  la  icduirc 
à  une  forme  canoniijue,  en  cliangcant  les  variables  indépendantes  et 
les  substitutions  génératrices. 

Opérons,  en  elï'et,  sur  les  A  une  substitution  linéaire  quelconque,  eu 
soumettant  les  x.,  à  la  même  substitution  et  les  S  à  la  substitution 
inverse.  Opérons,  d'autre  part,  sur  les  <j.  une  substitution  linéaire 
quelconque  et  sur  les  x^  la  substitution  inverse.  Ni  À,  S,  + ...  +  A,„S„,, 
ni  jX|X-3  +. .  .-h  [An-c"  ne  seront  cliangés,  et  les  relations 

Dx'!,  =  A,x'| 

subsisteront;  mais  la  t'oncliou  /'sera  cliaiigée  eu  une  autre  fonction 

i 

cl  l'on  aura 

1  )  (  ;j. ,  .;• ,  + . . .  4-  \J.„  .r"  )—2^\^i2^  -i-i  -.—  • 
/ 

Jiiiirn.   ,lr   M„l/i.   I  li'  sciir;,    Kun.'    III.    -    l'as,-.    III.    „i„-^.  3l 
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Nous  sommes  ainsi  ramenés  au  problème  déjà  rencontré  au  n"  \U  : 
Déterminer  les  types  canoniques  distincts  à  Tun  desquels  doit  se 
ramener  un  réseau 

é 

dérivé  de  n  formes  quadratiques  des  m  variables  X,,  . .  .,  A„,,  lorsqu'on 
opère  des  substitutions  linéaires  sur  les  vaiiables  A  et  sur  les  para- 
mètres [JL. 


26.   Le  nombre  de  ces  types  est 


i;n,, 


A  =  1,2, 


les  nombres  N  étant  les  mêmes  qu'aux  n"*  20-21.  Mais  ceux  de  ces 
types  où  k  -<  n  doivent  être  rejetés,  les  groupes  G  correspondants 
n'ayant  pas  la  signature  requise. 

En  etl'et,  si  A'  était  <[  n,  l'une  au  moins  des  variables  [i.,  telle  que  [j./, 
ne  figurerait  plus  dans  l'expression  de  F,  ni  par  suite  dans  sa  polaire. 
Celle-ci  étant  égale  à 

D(fx,x-; +...+  [/.„,<), 

on  aurait  identiquement 

Donc  toute  substitution  de  G  laisserait  x[  invariable,  sauf  les  substi- 
tutions CT,  qui  lui  donnent  un  accroissement  de  rang  i .  Donc  .f^  serait 
de  rang  2  et  non  de  rang  3,  comme  cela  doit  être. 

Le  nombre  des  groupes  G,  de  signature  [i,  m,  n\ ,  sera  donc 


2N,- 


i  =  1,2 


D'après  les  valeurs  des  nombres  N,  données  au  n"  21,  on  pourra  for- 
mer aisément  le    Tableau  suivant  du  noudire  des  groupes  G  pour  les 
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valeurs  de  n  qui  ne  surpassent  pas  3  : 

m  =z        12345    «(>5 


n  =;  I 

■ 

I 

1 

I 

. 

1 

/i  =  a 

1 

3 

4 

4 

4 

4 

«  =  3 

"' 

20 

28 

33 

34 

23q 


6°  Groupes  de  signature  [2,  2,  1, 


•]• 


27.  Soient  .<:>  la  variable  de  rang  maximum;  x^^,,  ...;  .r,,  a;^;  x,, 
x',  celles  de  rang  /■  —  i ,  . . .,  u,  i . 

Le  groupe  G  doit  contenir,  outre  les  substitutions  a,  une  autre  sub- 
stitution S  de  la  forme 

|A^r=j:r_,,     Aj;^_,  =  ^^^-2»     •••7    Ax,  =  o,     A://,  =  a.r,  +  ^.r',,     Aj:^|  =  o| 

Pour  achever  de  le  construire  on  devra  combiner  avec  les  substitu- 
tions précédentes  de  nouvelles  substitutions  S,  pour  lesquelles  l,Xr  se 
réduise  à  la  forme  ex'..  (7).  Comme  S,  est  échangeable  à  S,  on  aura 
ensuite 

A,  .r,._,  =  A,  A.ZV  =  AA,  xy  =  Aca;^    =  c{ax^  -H  bx\), 
A, 37^-2  =  A,  A^xv=  A-A|.rr=  A- eu;.,  =  o, 


Enfin  A,.r'.,,  A,.r',  seront  de  la  forme 

A,  x"!,  =  ax-,  -\-  ^x\ ,  A,  .r',  ==  o. 

La  forme  généiale  des  substitutions  S,  sera  donc 

(■■5)   S,  =  I  A,.-î7;.=  c.i:'„,  A,xv_,  =  c(rt.r,  -I-  bx\),  A,a;'^  —  ax, 


f5-.|, 


les  autres  A,  ('tanl  Inus  nuls. 

(>elles  des  substitutions  de  cette  forme  où  c  =  o  sont  toutes  échan- 
gealjles  cuire  elles.  JMi  les  adjoignant  simultanémeni  au\  subslilu- 
liotis  1  el  S,  (in  olilicndi'a  donc  un  prriiiirr  gioiipc  ;ib(''b('ii .  (  ic  si'ra 
l'un  des   groupes  (i  ([iic   nous   voulons  construuc,  car  il  est  g('n(''ra!. 
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Cherchons,  en  efl'cl,  à  le  coniplélcr  par  une  nouvelle  suhslilution  Sj. 
Celle-ci  devrait  être  de  la  forme  (3),  et,  comme  on  peut  la  remplacer 
par  une  de  ses  combinaisons  avec  les  substitutions  déjà  contenues 
dans  G,  on  peut  supposer  que  les  coefficients  a,  j3,  y  sont  nuls.  Donc  Sj 
se  réduira  à  la  forme 

So  =  I  AoX\=  cx-'^,  Aoa7r-,  =  c(a.r,  +  6x',  ),  A^a^!,  =  o|. 

Elle  est,  d'ailleurs,  échangeable  à  la  substitution 

S,  =  I  A,  x>  =  o,  A,  Xr-,  =  o,  A,  j/^  =  aa-,  -f-  ^x'.,  |, 

laquelle  est  contenue  dans  G,  quels  que  soient  a  et  [3.  On  aura  donc 

A,AnXr=  A.j,A,Xr. 

Mais  le  premier  membre  est  égal  à  c(c/.x,  -+-  ^x\),  le  second  à  o;  donc 
c  =  o  et  Sj  se  réduit  à  l'unité. 

28.  Nous  obtiendrons  d'autres  groupes  G  en  adjoignant  à  cr,  S  une 
substitution  S,  où  c  ne  soit  pas  nul.  (_)n  peut  le  supposer  égal  à  i,  car 

on  pourrait  remplacer  S,  par  -  S,  comme  génératrice  du  groupe.  D'ail- 
leurs, la  construction  du  groupe  sera  achevée  après  l'adjonction  de  S,; 
car  les  nouvelles  substitutions  qu'on  pourrait  essayer  de  lui  ajouter 
devraient  laisser  invariable  xv  et,  par  suite,  xv- ,,  ■  ■-,  x'.,,  x,,  x\.  Elles 
se  réduiraient  donc  à  l'unité. 

Le  nouveau  groupe  que  nous  venons  d'obtenir  contient  quatre  para- 
mètres a,  ^,  a,  ^;  mais  un  changement  de  variables  va  nous  en  débar- 
rasser : 

I  °  Supposons  d'abord  b  =  o.  En  prenant  pour  variable  x'.,  —  axo  au 
lieu  de  x'.,  on  fera  disparaître  a.  Si  p  n'est  pas  nul,  on  prendra  pour  va- 
riable ax,  +  [ix'i  au  lieu  de  x\ .  On  obtiendra  ainsi  un  .vecoW groupe  G, 
dérivé  des  C7,  joint  aux  deux  subsliintions 

S  =^  I  Axv  =  .;;,._, ,  A./.>_,  =■  x>._„,   . . . ,  \x  ^  ^  A.f.,  =  A./',  =;  o  |, 
S,  ^  I  A,xv=  a;'^,   A|Xv_,  =  o,  ...,   AiX'i^o,  A,  x'.,  —  x' ,   A|,'.'|  =  <)|. 
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Si  ^  était  nul,  1,j:'.,  ne  serait  pas  éj^al  à  x\,  mais  à  ax-,;  a  n'est  pas  nul, 
car  x'.,,  étant  de  ranfi;  2,  ne  peut  pas  rester  invariable  par  toute  substi- 
tution du  groupe.  On  le  réduira  à  l'unité  en  changeant 

x\,   S ,  en         x'.,  \JoL^     -—• 

va 

On  a  ainsi  un  (roisièmr  groupe,  où  la  substitution  S,  a  la  forme 

S,  =  I  A,Xr=  a;l,    A|X;._,=:0,    ...,   A,x,  =  o,   A,x''^  =  .r,,  A,j?',  =:o|. 

29.  2"  Soit,  au  contraire,  /;^o.  Prenons  pour  varial)le  «./;,+  l>x\, 
au  lieu  de  x\\  S  et  5,  seront  respectivement  réduits  aux  formes  sui- 
vantes : 

S  =  I  Aj:^  =  ar^-i ,  . . . ,  Ax,  =  0,  Ax-'.,  =  x\ ,  Ax',  =  o  |, 

S,  =  1  A,  ./-v  =  x\,,   A,  Xr-t  =  x\ ,   . . . ,    A,  x'„  =  ax-,  -t-  fix', ,    A,  x',  =  o  |. 

Il  est  permis  de  supposer  ^  ^=  o,  car,  s'il  en  était  autrement,  on  pour- 
rait, par  un  changement  de  variables  et  de  substitutions  génératrices, 
ramener  ce  cas  à  ceux  déjà  traités. 
Con.sidérons,  en  effet,  la  substitution 

(XS  +  S,)  =  S'. 

Elle  flonne  aux  varialjles  les  accroissements  suivants  : 

DXr  =:  ^-tV-i  -f-  x'^,  DxV_,  =  \Xr-2  +  x\  ,  DXr_o  ^  f^Xr-3  ,  .  .  .  , 

l)x-!,  =  ax, -i-(^ -i- /O'A'', ,  

On  en  déduit 

D- XV  —  A  (  Axv^2  +  -^'i )  +  '^^t  +( ?  +  ^)-*''.  ==  '^^ ^r-i  +  ax,  -l-( [5  -I-  2 X)x', , 
D»  XV  —  V  ./V-3 ,  ■  •  • ,  D*"  '  XV  =  A'    '  X, . 

Prenant  donc  pour  variables  nouvelles 

\,=  x„         X,.  =  l)\„  \.-D'-X, 
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au  lieu  de  Xr,  .iV-i,  ■  ■■,  x,,  la  substitulion  S'  [iiciulra  la  loi  me 

DX,=  X,_,,         DX,_,  =  X,_„...,         DX,  =  o 

Dx'.,  =  a.V'''X,-i-('^ +  \)x\,  Dj;;  =  o 


S': 


semblable  à  celle  qu'avait  tout  à  Flieure  la  substitution  S;  mais  le 
coefficient  analogue  à  b  est  ici  [ï  -f-  A  et  l'indétermination  de  \  permet  . 
de  l'annuler. 

Soit  donc  ^  ^  o;  si  a  n'est  pas  nul,  on  pourra  le  rendre  égal  à  i  en 

changeant  x!,,  x\,  S,  en  \]cilx'.,^  sf^-f^'o  -^■ 

Nous  obtenons  ainsi  deux  nouveaux  groupes  en  supposant  successi- 
vement a  =  I  et  a  =  o  dans  les  formules  précédentes. 

Il  y  a  donc  eu  tout  cinq  groupes  (t  de  signature  [2,  2,  i,  i ,  i,  . .  .J. 

7°  Groupes  de  signature  [1,2,2,  i]. 

50.   Soient  x^  ;  x\,  x\  ;  a;!,,  x",  ;  .r,  les  varialjles. 

On  voit,  comme  au  n°  21',  que  G  contient  nécessairement,  outre 
les  <i,  deux  autres  substitutions  S,,  S^  donnant  respectivement  à  x'.,,  x'^ 
les  accroissements  suivants  : 

S,,  AjJ?!,  =  x,,  A,a;"  =  o, 

So,  A2a7'„=o,  ^.,x\=z  Xf. 

Quant  à  x'^,  x\,  leurs  accroissements  seront  de  la  forme 

A,  j;!,  =  «I I  +  °'ii-^i)  Ai.r,  =  «,2+  a,.,j:,, 

les  ç  étant  des  fonctions  linéaires  de  x.,,  x"„^  telles  que 

p,^  =  d-^x'.,  +  d'-^  x'I. 

Les  substiliilioiis  S,,   Sj  devront   ètie  écliangeablcs;  on    eu   déduit, 
comme  au  n"  '2."», 

«M  =  «Ai,  «M  =  «L- 
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Si  donc  on  négligeait  les  termes  en  x,,  on  pourrait  écrire,  comme  au 
n"  2i>, 


les  tp  étant  des  formes  quadratiques  en  a?!,,  x".,. 

Par  un  changement  convenable  des  variables  et  des  substitutions 
génératrices,  on  pourra  transformer  les  deux  fonctions  <\i,  de  telle  sorte 
que 

(x,  t]/,  +  ii,^'\i., 

représente  l'un  des  deux  types  réduits 


dont  est  susceptible  un  faisceau  de  deux  formes  binaires.  Nous  aurons 
donc  à  discuter  successivement  deux  hypothèses  distinctes  : 

31.  Première  liypo thèse  :  ■|,=^j;!,',  'I,  =  j.r'.',-.  —  Rétablissant 
dans  les  expressions  i,x'^  les  termes  en  x^  que  nous  avions  négligés,  il 
viendra 

A I  .r'i  =  x'.,  +  a  1 1  .r  I ,         A,  a-",  =  a ,  ^  x-, , 

A^.r3=  ^ji'i'i,         A.;,x"^^  x".,-+- OL.y^x^. 

Mais  on  peut  faire  dis[)ara!lre  ces  termes  en  x-,  en  pi'cnant  pour  va- 
riables, au  lieu  de  .x!,,  x!|,  les  suivantes  : 

X.,  —  a , ,  X'!,  —  a^ ,  x''^ ,  x''^  —  <x^., x'.,  —  a., , x.^ . 

On  aura  donc  sinq)lenicnt 

A,  x'.,  =  x'.,^         A,  x'^  =  o, 
Aa  X'!,  =  o,  Ao  X-"  =  X-" . 
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Passohs  à  rexaiuen  de  A,.r,,  A.ja'4.  Ils  sont  de  la  forme 

A,  X,,  ^  a,  x-,  +  6,  a;",  -t-  c,  .i\,  +  rf,  x"  -t-  ^,  j^,  , 

Mais  on  peut  supposer  c,,  Co,  e,,  ^2  nuls;  car  on  les  ferait  disparaître 
en  prenant  pour  variable 

au  lieu  de  x^. 
Soit  donc 

A,  x^  =  a, x\  ■+-  b,  xl  -+■  d,  x^,         AoX,  =  i^a-'j  4-  a^x,  -+-  d.^x'^. 

On  doit  avoir  Tidentité 

A,  A..C,,  =  AoA,  x, 
ou 

b,,x'.^  -+-  rfo.r,  =  i,  .p"  -(-  f/|  X| . 

Donc  h,r=  b2  =  o,  et  rf,  =  ofo  ;  et  A,  .r,,  A.x,  se  réduisent  à 

•  Ai-r^  =  a,  .r!,  +  (/.<•",  A.2X^  =  a.x'l -h  dx'^. 

Posons  enfin,  u..  A,,  A^  étant  des  indéterminées, 

X,  =  [i-^i,         x'.,  =  [jlA,  X!,,        'xl  =  [xAoX![, 

■^■'3  =  P-'^  1  -^;i  '  ^'3  =  i^'^^  ^'3  ) 

S',  =  A,S,,  S'2=AoSo. 

Les  substitutions  S,,  S'„  donneront  aux  nouvelles  variables  les  accrois- 
sements suivants  : 

A',x;=x,,     A',x;=o,      A',x;=x;,     a;x;=o,      a>,  =  a,[xxjx;, +  </p.A,ÀoX;, 
a;x;=o,       a;x;=x,,     a',x'3=o,      a;x';=x;,     A',xj,  =  a.,iiiix'^-i-dij.\,'k.,x'^. 

On  voit  (pie  ces  A'  ont  la  même  forme  que  les  A  précédents,  sauf 
que  a,,  a.,,  d  y  sont  multipliés  par  les  facteurs  indéterminés  aÀ,,  [jlX:|, 
aX,X.,  (qui  toutefois  ne  peuvent  pas  être  nuls).  (îrâce  à  cette  transfor- 
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mation,  on  peut  admettre  que  chacun  des  coefficients  «, ,  «o,  d  se  réduit 
à  o  ou  à  I . 

<3n  peut  d'ailleurs  rejeter  l'hypothèse  a,  =  o.  En  effet,  sia,=:a2^o, 
AiX^  et  Aoic,  seraient  de  rang  2  au  plus.  Mais  x,,  est  de  rang  4-  Donc 
G  devrait  contenir,  outre  S,,  So  et  les  a,  une  aulre  substitution  S 
qui  accroisse  Xi  d'une  fonction  de  rang  3,  telle  que 

Dx',,  =  ao-'j  +  px-'.j -+-. . ., 

a  et  [3  ne  pouvant  êlre  nuls  à  la  fois.  Mais  une  semblable  substitution 
ne  peut  être  échangeable  à  S,  et  à  S^.  On  aura,  en  effet, 

A,  Dx,,  =  a.x'.,  +. . .,         A.  D,i-^  =  po.-'^  +. . ., 

et  l'une  au  moins  de  ces  expressions  est  de  rang  2,  puisque  a  ou  P 
est  ^o.  Mais  elles  devraient  être  égales  respectivement  à  DA|X',,  DAo.î^, 
qui  sont  de  rang  <;  2,  puisque  A,x',,  A^a?,,  sont  de  rang  <] '3.  Il  y  a 
donc  conlradiclion. 

Si,  d'autre  part,  on  avait  a,  :=  o,  mais  a.^^o,  il  suffirait  de  permu- 
ter a;!,,  a-'j,  S,  avec  a?'!,,  x.^,  S,  pour  échanger  a^  et  a.^  et  ramener  ainsi 
ce  cas  à  celui  où  0,^0,  mais  a^  =  o- 

Admettant  donc  que  a,  est  égal  à  l'unité,  il  reste  les  quatre  hypo- 
thèses suivantes  : 

^2  =  1,         d^\    ,  a,  =  0,         d=^\    ■ 


Chacune  d'elles  nous  fournil  nu  groupe  aljélicn.  Mais  ils  ne  seront 
généraux  que  s'il  csl  impossible  de  les  compiél<M'  [)ar  radjonclion  de 
nouvelles  substilulions  (|ui  soient  échangeables  à  a.  S,,  S^  sans  en  être 
dérivées. 

o2.  (À'ilc!  iuipossibilih' esl  mauilesle,  d'aj)rès  le  u"  î),  siao=i,car 
les  A|X'„  AoXVj,  A,Ao£C^,  . ..  formenl  un  système  de  fondions  dislincles 
en  nombre  égal  à  celui  des  variables  .r',,  x'^,  x'.^,  x'",,  .r,. 

On  aiiivera  au  même  résultai  si  a.,=^  o,  d  -—  o.  (Jn  a,  dans  ce  cas, 

S ,  =  I  A , .'/;,.  =  X3 ,       A ,  x''.|  =  x'., ,        A I  x",  =  o ,         A ,  x'.,  =  x\ ,       A ,  x".,  :=  o ,         A ,  .r ,  =  1 
Sj  =r  I  AoX-,  =  o,         A,,X3  =  o,         A.jXJ=x^,       l.^x.^^=o,         A;X-'.',  =  X|,        A.j.r,  =  ( 
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Toute  sul)stitiitioii  S  échangeable  à  S,  et  à  S.,  devant  permuter 
exclusivement  entre  elles  les  fonctions  (jue  S^  n'altère  pas,  devra  don- 
ner à  x^  un  accroissement  de  la  forme 

Dj?,,  =  ax\  4-  hx.^  -\-  ex, . 

En  la  combinant  avec  les  dérivées  de  S,,  on  en  déduit  une  nouvelle 
substitution  S'  qui  laisse  inaltéré  x\  et,  par  suite,  x'^,  x'.,,  x,.  D'ailleurs 
elle  doit  permuter  exclusivement  entre  elles  les  fonctions  que  S,  n'al- 
tère pas.  L'accroissement  qu'elle  donne  à  .v\  sera  donc  de  la  forme 

D',r'j  =  a'x'l  -+-  b'x, . 

En  la  combinant  avec  les  dérivées  de  Sj,  on  obtient  une  dernière 

substitution  S"  qui  n'altère  plus  aucune  variable  et  se  réduit  à  l'unité. 

Donc  S  n'est  pas  une  substitution  nouvelle,  mais  est  déiivée  de  S, ,  Sj. 

55.  Reste  à  examiner  le  dernier  cas,  où  a,  =  o,  d  =  i .  Les  substi- 
tutions S,,  So  auront  les  formes  suivantes  : 

,       A,x\,  =  A,a-'!,  =r  A,x,  =  o 
,       A.2x'.^^A.2x'.,=A.,x,  =  Q 

C^herchons  à  leur  adjoindre  une  troisième  substitution  1  qui  leur 
soit  échangeable.  Elle  donnera  à  x\  un  accroissement  Dx\,  dont  on 
pourra  faire  disparaître  les  termes  en  x'.^,  x'.,,  x,  en  remplaçant,  s'il  est 
nécessaire,  Z  par  une  de  ses  combinaisons  avec  les  dérivées  de  S,,  S^. 
Soit  donc 

T)Xi:=  ax".j-{- bx".,. 

Les  conditions  d'échangeabilité  donncnl 

A;  D.f,  =  DA;  x, ,         A,  Dx,  =  DA.  x, . 
Mais 

ApJ./;,  =  o,  DA^^x.,  =  Dx', , 

Aa  D.r,  =  ax"„  -+-  Ox\,         DA^x,  =  Dx., . 


s.= 

iSl    JiJ   t     i/'  ..          1         '*'  o   î 

A.x; 

=  -^'.2, 

A,x-; 

s.- 

1    ^2  "'^'4  ^^=^2' 

A,x-; 

=<, 

A,x; 
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On  en  déduit  a  =  o,  h  =  o,  d'où  Dr.,  =  o  et,  par  suite  (  n"  8  ), 
Dx^  =  n,         D(x'^-\-  x".,)  =  o,         Dx',  =  o,         D^,  =o. 

Mais  Dx".,  est  de  la  forme  ex,  ;  Dx.^  sera  égal  à  —  cx,\  enfin  Dx'^  sera 
de  la  forme 

Dx-j  =  a.x\  -+-  ^^x"„  -+-  -fx, 

et,  comme  parmi  les  dérivées  de  S^  figure  une  substitution  qui  accroît 
ic'j  de  Y^'i  sans  altérer  les  autres  variables,  on  peut  supposer  y  =:  <>. 

Les  conditions  d'échangeabilité  de  la  substitution  il  ainsi  définie 
seront  satisfaites  d'elles-mêmes,  sauf  celles-ci  : 

A ,  Dx",  =  DA,  x] ,         A.  Dx;  =  DA,  x"^ 

qui  donneront  respectivement  a  =  o  et  [3  =  c. 

Les  substitutions  cherchées  2  seront  donc  des  multiples  de  la  seule 
substitution 

|Dj74=o,       Dx;  =  — X,,       Dx'.j=x'-,,       Dx'!,  =  o,       Dx'.,  =  x\,      Dx, 

qui  devra  être  adjointe  à  S,,  So  pour  obtenir  le  groupe  général  G 
relatif  à  ce  cas. 

34.  Deuxième  hypothèse  :  •|,  =  jx\,",   -h^^.  x.,x".,.    —    On  aura, 
dans  ce  cas, 

A,  a:',  =  X-;  -I-  a,  I ./;, ,  \,x^=^  x.,-\-  oi,.,x,, 

A^ x',  ^  <5C;j ,  0-' , ,  Ao .c',',  ^  x'..  -f-  y..,.,x,. 

Mais  on  peut  sup[)oser  nuls  les  termes  en  j;,;  car,  s'ils  existaient,  ou  les 
ferait  disparaître  en  prenant  pour  nouvelles  variables 

X'j  :=  x'.,  —  a,  ,x\,  —  ao, ./;,,,  \.',  =  x\  —  ol,.,x„  —  ol.,.,x.,. 

Il  est  donc  permis  (radincltir  qn  nii  ait  plus  siuq)lemcnt 

A ,  .r ,  =  o ,  A ,  x'.,  =  X- , ,  A ,./;'!,  =  o ,         A ,  xv,  —  x'., ,  A ,  x-",  =  x'., , 

A.>x,=^o,         A^x-.,^o,  AjX'l  — X',,        Aox'.,=:o,  \.^xl=:^x[/, 
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quant  à  A,  j-^,  A^x^  ils  seront  de  la  forme 

A,  x^  =  a,  a?',  +  hf  .jc".^  +■  c,  x'^  -+-  r/,  x".,  -\-  e,x,, 
AoX',,  =  «o.r!,  +  h.-,x".^  -+-  Co.k],  +  d., x^  -+-  «2  j?, . 

Mais  on  pourra  faire  (lis|)araitre  de  ces  expressions  les  termes  en  x,  et 
en  x'j  en  prenant,  s'il  y  a  lieu,  pour  nouvelle  variable 

^\./^  X  ^  C  j  X.^  Co  X  ^  f'fX„  —    c  2  X  .,  . 

Soit  donc  c,  =  0^^=  (',  =^  e.,^  o.  On  aura,, en  outre,  S,  et  Sa  devant 
être  échangeables, 

A,  AoX,  =  Ao  A,x< 
ou 

«oX'l  +  h.2x".,  =  h,  x'.,  -h  d,x,. 

Donc  II,  =  02,  h..  =  o,  d,  =  o,  de  sorte  que  A,  jî.,,  A^x»  se  réduiront 
aux  formes  suivantes  : 

A,  x^  =  ax'j  +  bx"^,         A^x.,  =  />x!,  +  dx"^. 

5o.  D'ailleurs  a  et  0  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  En  effet,  on 
aurait  dans  cette  hypothèse  A,x.,  =  0.  Soit  alors  2  une  substitution 
quelconque  de  G, 

D.t-j  =  ax'j  +  px'^  + . . . , 

Taccroissemcnt  qu'elle  donne  à  x^  ;  on  aura 

DA,  x.i  =  0,         A,  Dx,  =  ax'„  -1-  jïx'^  + . . . , 

d'où  a  =  ^i  =  o.  Donc  x^  ne  serait  pas  une  variable  de  rang  4- 

Mais,  d'antre  part,  on  peut  admettre  que  l'un  des  deux  coefficients  a, 
h  est  nul.  Supposons,  en  etTet,  qu'aucun  des  deux  ne  le  soit.  Prenons 
[)our  vaiiabk's,  au  lieu  de  x'",,  x'.',,  celles-ci 

X!,  =  x^  —  ^x'^,         X'3  =  x\  —  aXx'j, 
il  viendra 

A,  X'^  =—  Xx, ,         A,  X'',  =  .x"  —  uXx!,  =:  X'!,  —  Xx'^, 

A ,  X'  i  =  (  a  -I-  2  //  A  )  x'',  +  />  X'J, , 

Aj  X"^  =  X, ,         A. X'!,  =  x'.,,         A., X,,  =  hx'^  -+-  d( X'„  4-  Xx'„  ). 
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Prenons  pour  substitution  génératrice,  au  lieu  de  S,,  la  suivante  : 

s;  =  (S,  +  xs,). 

Elle  donnera  aux  variables  les  accroissements  suivants  : 

A',  X,  =  o,  A',  x'.,  =  X,,         A,  j?3  =  x'„ , 

A\x^=(a-h3/>\)  x'.^  -+-  h  X:;  -I-  A  d(  X^,  -l-  A  x!,  ), 

a;x:  =  o,      a;x;  =  x;. 

Posons  encore 

X^  =  .r,  —  A=  dx'^  —  A  rfXj , 
on  aura 

A', X,  =(a  +  3/A).c!,  +  b\l,         A,Xi  =  bx\-^- dXl',_. 

Les  substitutions  S',,  S^  auront  donc,  par  rapport  aux  nouvelles 
variables  .r,,  .i\,  x'.^,  X'^,  X'!,,  X,,,  la  même  forme  qu'avaient  S,,  S^  par 
rapport  à  a;,,  x'.,,  x\,  a;^,  x\^  x„  sauf  que  le  coefficient  a  est  remplacé 
par  a  4-  3 //A.  On  peut  disposer  de  lïndéterniination  de  À  pour  l'an- 
nuler. 

56.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  rendre  égaux  à  l'unité  ceux  des  coeffi- 
cients a,  h,  d  qui  ne  sont  pas  nuls.  Posons,  en  elVet, 

X^  =-  [O-X,  x'.,  =  |JlAX!,,  x'.^  =  [xX^X'i,  Xf  =  X^, 

X.,  ^  p-aX.',,        x'!|  =  [/.X^X'!,, 

s;  =  xs,,      ■  s;  =  xs,. 

TjCs  nouvelles  sulistitutious  généi'aliices  S'^,  S',  auront,  par  l'apport 
aux  nouvelles  variables  X,  la  même  forme  (pic  S,,  So  par  rapport 
aux  .r,  sauf  que  d  sera  multiplié  par  aX^  et  celui  des  coeflicienls  a,  b 
qui  n'est  pas  nul  par  u.X%  facteurs  non  nuls,  mais  d'ailleurs  arbitraires. 

Nous  aurons  donc  linalement  quatre  combinaisons  possibles  : 


b  =  o, 
b^i, 


i  r/  =  I  ; 
)  (/  =  o, 
I   d=  \, 
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auxquelles  correspondent  autant  de  groupes  abéliens,  qu'on  devra 
toutefois  compléter  par  l'adjonction  de  nouvelles  substitutions,  s'il  en 
existe  qui  soient  échang-eables  à  S,  et  Sj  sans  en  être  dérivées. 

57.  i"  Les  deux  groupes  pour  lesquels  b=  i  sont  déjà  complets 
(n"  U);  car  les  fonctions  x„  A,  a;,,  A.x-,,  . . .,  A',  A^-r,,  reproduisent  par 
leur  coniiiinaison  une  fonction  quelconque  des  varialjles. 

1°  Passons  au  cas  oùa  =  i,  b  ^  d  ^  o. 

Toute  substitution  S  échangeable  à  S,  et  à  S,  doit  permuter  exclu- 
sivement entre  elles  les  fonctions  que  S.  n'altère  pas.  Elle  donnera 
donc  à  .t\  un  accroissement  de  la  forme 

DXi  =  ax'^  -\-  bx'.,  -+-  ex, . 

Mais  tout  accroissement  de  cette  forme  peut  être  donné  à  x,,  par  une 
substitution  dérivée  de  S,,  nous  pouvons  donc  supposer 

DiC^  =^  <) 
et,  par  suite  (n°  6), 

Dr.,  =  D.C.J  =  Dr,  =  o. 

Quant  à  .r'.',,  x''„,  leurs  accroissements  seront  de  la  forme 
lï)x\  =  a.x'.,  -+-  ^x".^  -+-  y.r, ,  Dx-'^  =  àx, . 

Les  conditions  d'échangeabilité  de  Z  avec  S,  donneront  «  =  S;  celles 
d'échangeabilité  avec  S^  donnent  ^  =  o.  Les  substitutions  H  ont  donc 
pour  forme  générale 

I  Dx",  =  (xx.,  -+-  Y -P, ,   D.r",  :=  a.x,  |. 

Ce  sont  les  dérivées  de  la  substitution  unique 

83=  |Dx'3  =  x\,,  Dx.,  =  x,  I 

qu'il  faudra  adjoindre  à  S,,  S^  pour  obtenir  le  groupe  G. 

3"  Soit  enlin  a  —  i ,  6  =  0,  d^t;  d'où  A^f,  =:./;.', .  Les  dérivées 
de  S,,  S.  pcrnicttcnl  (raecroitre  ./;.,  (Tune  antre  vaiiaiiir  (piclcompie, 
saufx'.,.  On  peut  donc  admettre  (pu-  les  nouvelles  siilislluitions  }j  à 
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adjoindre  à  S,,  S.^  lui  donnent  un  accroissement 

Dx.,  =  aa;'!,. 
On  aura,  d'ailleurs, 

Da?',  —  DA,  x^  =  A,  D.<;,,  =  a  A,  x]  =  ax'^, 
Dx-',  =  DA^Xj  =  A;  Dx,,  =  A':;  xi,     =  o; 

Dx'3  sera  de  la  forme 

et  l'on  en  déduit 

Dx'j  =  DA,  x\  =  A,  Dx,  =  ^x, . 
On  a,  en  outre, 

DAoO;,  =  Dx",  =  '^x, ,  A,  Da;,,  =  ax'!,,  d'où  a  =  [î  ^  o, 

DAox!j  =  Dx!,  ^  o,  A^  Dx"'!,  =  yx,  d'où         y  =  o. 

Les  substitutions  I,  laisseront  donc  toutes  les  variables  inaltérées, 
sauf  x!,,  qu'elles  accroîtront  de  ox,.  Elles  se  réduisent  donc  aux  mul- 
tiples de  la  seule  substitution 

^3  ^^  I  L''^3  ^^  •*')  n 

dont  l'adjonction  à  S,,  S.  donnera  le  groupe  G. 

Kn  résumé,  notre  analyse  nous  a  fourni  liait  groupes  de  signa- 
tuie  [1,2,2,  I  J. 

8"   G/oiipes  de  signalai c  [1,  •?,  2,  r,  r,  .  .  .]. 

38.  Ces  groupes  conlienncnl,  outre  les  substitutions  a,  une  autre 
substitution  S,  pour  la(iuelle  on  a 

A,X3;=X2,  A,x\  =  x,,         A,x,  ^o, 

A,  x'i  =  ax.,  +  l>x.^  -\-  fx, ,  A,  .^''2=  </x', . 
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D'ailleurs,  en  prenant  pour  nouvelles  variables 

X3  =  a.-!,  —  bx^  —  ex.,,         ^'2  ^  -^'2  —  ^*'2' 

on  fera  disparaître  h,  c,  d-^  puis,  si  a  n'est  pas  nul,  on  le  réduira  à 
l'unité  en  prenant  aX'„  pour  variable.  On  aura  donc  finalement,  soit 

A,  jj'j  ^  o,  Ajoc,,  =  o, 

soit 

A,.r'^  =  a;!,,  ti.^x.^=o. 

Discutons  successivement  ces  deux  cas. 

59.  Première  hypothèse  :  A|a;!,  =  Aix',  =  o.  —  Le  groupe  cher- 
ché résulte  de  la  combinaison  de  S,  avec  d'autres  substitutions  21  pour 
lesquelles  on  a 

Dxv  =  a.c!,  +  bx., 
et,  par  suite, 

Da;r_i  =  DA|av  =  A,  D.<v=  o,         DiCr-2  =  o,         ..-,         Dx',  =  o. 
Enlin  Dx".,,  Dx!,  seront  de  la  forme 

Tix\  =  a  a.'!,  -f-  p.To  -h  yic, ,         Dx',  =  o.r, . 

La  condition 

A,  Dxj  =  DAjXj 

montre  que  ^  est  nul.  D'autre  part,  x'.^  étant  une  variable  de  rang  3, 
G  coiilienl  au  nioins  une  substitution  S^  do  l'espèce  2^  où  a  ne  soit  pas 
nul. 

Soit,  pour  celte  subslilulion, 

A.j x'3  =  OL.,x'.^  -t-  Ya x^ ,         Ao Xj  -—  âj .X", . 

On  peut  admettre  (pie  o.  n'est  pas  nul,  car,  s'il  l'était,  .r",  (Haut  de 
rang  ;>.,  G  devrait  coiilciiir  une  nouvelle  subslilulion  S^  d'es[)èce  i  et 
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pour  laquelle  on  aurait 

Il  contiendrait  donc  la  substitution   (S2  +  XS3)=S',   pour  laquelle 
on  a 

A'-r'j  =  (01..,-+-  'kcc^)x'., -h  (•'{.,-+-  'ky^)x,,         A'x'.^  =  (o.,-\-  Xo^).;;,. 

Or   on  peut  choisir  X  de  telle  sorte  que  ni  a.j  +  Xa,,  ni  0^ -1- X  S,,  ne 
soit  nul. 

Supposons  donc  a^^o,  Oo^o.  Posant 

aj  .r'j  +  y.,  x,  =  ct.„  o^  X!, ,         x'^  =  a,  ù„  X', , 
on  aura 

A,x;  =  x;,      A,x;  =  .r,. 

Par  ce  changement  de  variables,  y,  aura  été  réduit  à  zéro,  a^  et  0^  à 
Funité;  S.j  sera  donc  de  la  forme 


S.. 


Aj ./>=  a.j x!, -4-  b., x\ ,  Ao xv^i  =  . .  .=  A., x., ^  A.^x, 

A^  x'  =  ./:'„ ,  A.j  x.,  ^=  x\ 


On  fera,  d'ailleurs,  disparaître  h.^  en  prenant  pour  variable  x,.—  h.,x'.^. 
Enfin,  si  a.,  n'est  pas  nul,  on  peut  le  rendre  égal  à  l'unité  en  prenant 

pour  variables  [x .r.,,  [J-^x'.^  et  pour  substitution  génératrice  -S^,  [^.  dé- 

[^ 

signant  la  racine  cubiciuc  de  (f.^. 

On  aura  donc  deux  cas  possibles,  a^  =  o  ou  a,  ^  1 .  Dans  chacun  de 
ces  deux  cas,  la  combinaison  des  substitutions  t.  S,,  So  donnera  un 
groupe  abélien. 

(Chacun  d'eux  sera  général.  Voyons,  en  clli'l,  parmi  les  substitutions 
de  resj)èce  —  celles  qu'on  |)ourrait  lui  adjoindre  poui-  le  compléter  : 

1"  Si  a..^\,  ces  substitutions  devraient  laisser  invariables  x,., 
•'',—1,  •  •  -,  •'',,  x\^,  x\]  elles  se  réduiraient  donc  à  linulé. 

■a"  Si  a.,  =  o,  ces  substitutions,  sinqilifiécs  au  besoin  par  leur  com- 
binaison avec  les  dérivées  de  So,  laisseront  invariables  x\,  x\.  Elles 
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ne  pourraionl  donc  plus  allihcr  (|ue  la  seule  variable  ./■,.  (^relies  accroî- 
Iraienl  dune  quantité 

Dx^^  ax'y  -+-  bx'^. 
Mais  on  aurait 

DA^j:,.  =  o,  \.,T)Xr=^  ax'.,-{-  bx^. 

Donc  a  =:  i  =  o  et  les  substitutions  cherchées  se  réduisent  à  l'unité. 

40.   Deuxième  hypothèse  :  A,  x'.^  =  x"'^,  A,  x'.^  =  <>.  —  (_)n  aura 

S,  :=  I  A, Jtv=  a;^^,,        ...,       A,X2  =  .r,,       A,x'^^x'.^,       A,j;,,  =  o| 

et  pour  les  substitutions  2 

Dxr     =  ax'.^  -+-  bx\, 

D./v_,  =  DA,  .^v  =  A,  Dxr  =  aar'j, 

D./v  2  = . . .  =  Da'i  =  o, 

Dx'j     =  ax"'.,  +  ^  Xo  +  Y-f, , 
Dx.,     =  DA,  x'^  =  A,  Dx'j  =  {îi.r, . 

Divers  cas  seront  à  distinguer  ici  : 

1°  Supposons  dabord  que  Cî  contienne  une  substitution  Sj  de  Tes- 
pèce  S  et  dans  laquelle  a  ne  soit  pas  nul.  Les  dérivées  des  substitu- 
tions S,,  Sa  permettant  d'accroître  x^  d'autant  de  fonctions  linéaire- 
ment distinctes  qu'il  y  a  de  variables,  G  ne  contiendra  pas  d'autres 
substitutions  (n°  9). 

11  reste  à  réduire  ce  groupe  à  une  forme  canonique  en  changeant  de 
variables  indépendantes  et  de  substitutions  génératrices. 

On  peut  tout  d'abord  prendre  pour  nouvelles  variables 

X',  =  ax\  -h  bx'.^,         X'j  =  ax'.^ 

au  lieu  de  .*•!,,  x'.,-^  les  substitutions  S,,  So  conserveront  leur  forme; 
mais  a  sera  réduit  à  l'unité  et  b  à  zéro.  Soit  donc 

Sa  =  I  A^x,.  =  .X-',,  Aaxv_,]=  ic'a,  . . .,  A^x-'j,  =  ax'j  +  jiJa^a  -l-  y.^, ,  A^ a'.,  =  ^x, 
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Le  cooflicient  j3  sera  ^o,  car,  s'il  était  nul,  x"!,  n'étant  altérée  par  au- 
cune substitution  de  G,  serait  de  rang  i  et  non  de  rang  2. 
Si  a  est  également  ^  o,  nous  poserons 

Ce  changement  de  variable  n'altère  pas  l'expression  de  S,  ;  mais  l'on 
aura  pour  S. 

Ao^tV  ^  X!|  —  Xx'o,  AoXv_,  =^  X!,  —  Xx|, 

A^  X'i  =  aX!, -t- px^  ^- fy  —  aX).r,,        A^.J?',     =:(ix',. 

On  peut  délerminer  A  de  telle  sorte  que  y  —  ^^  soit  nul. 

Cela  fait,  il  existe  parmi  les  dérivées  de  S,  une  substitution  .s- qui 
donne  aux  variables  jv,  x,.,,  xv^^,  . .  .,  X!,,  ...  les  accroissements  res- 
pectifs 

àXr    =  ''^■^r  '  ■'  r  ^=^  A,/;^,  OXV_,    ^  AA'^"'XV_,  ^   Ax",  ,        OXy„^  =-  o,         .  .  ., 

0X3  =  ÀA'^''X!,  =  o,  — 

On  pourra  prendre  pour  substitution  génératrice  de  G,  au  lieu  de  So, 
la  substitution  (  So  -I-  -s)  qui  a  la  même  forme  que  So,  sauf  que  le  coef- 
ficient Y  a  été  annulé. 

Il  est  donc  permis  de  supj)0ser  que  dans  l'expression  de  S^  l'iui  au 
moins  des  deux  coefficients  a,  y  est  nul. 

Posons  maintenant 

...,        X,„  ^  A"'./.-,„,         ...,        X!,  =  mX'"x'',,        X!,  ^  mX''""'x'!,, 

et  prenons  S',  =  A""'S,,  S!,  =  u'îi.,  pour  substiliilions  généiatrices  au 
lieu  de  S,,  S^.  Les  coefficients  x,  fi,  y  se  i-eproduiront  mullipliés  res- 
pectivement [jar  «A,  u'- K''  ",  «'-A'  '.  (_)n  pourra  profiler  de  l'indéter- 
mination de  A,  //  poui'  réduire  à  l'uuilé  le  coefficient  p,  (!t  celui  des 
coefficients  a,  y  (pii  pouitait  être  dlllérent  de  zéro. 

On  obtient  ainsi  Iruis  types  réduits  coiTespondaiil  au\  Irois  Inj'O- 
thèses 

,    a  =  1 ,  y  =  o, 

p  =  I    '    a  =  o,  Y  =  '  ' 

(   a  =  o,  y  =  o. 
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41.  2°  Supposons  maintenant  que,  parmi  les  substitutions  de  l'es- 
pèce X  que  G  peut  contenir,  il  n'en  existe  aucune  où  a  soit  différent  de 
zéro;  G  contiendra  nécessairement  (n"  10)  la  substitution  a,  qui  ac- 
croît a^'^  de  X-,  sans  altérer  les  autres  variables;  et  il  sera  dérivé  de  la 
combinaison  des  substitutions  a,,  S,  avec  d'autres  substitutions  "ïl 
pour  lesquelles 

D'xv  =  />j7l,       D'Xr_,  =  ^J7,,       D'x-'j  =  ax'!, -I- ^x-o,        D'x!j=px-,, 

les  autres  variables  restant  inaltérées. 

Supposons  que  parmi  ces  substitutions  1'  (contenues  dans  G)  il  en 
existe  une  So  où  ^ne  soit  pas  nul.  On  peut  le  supposer  égal  à  l'unité; 
et  l'on  aura 

Sj  =  I  Ao  .r,.  =  x\^  Aj  j;^-!  =  ■''■'i  -,  Ao-p,  =  a-t'l  -I-  j^x,,  A^x'^  =  ^x,  |. 

Le  groupe  G  sera  dérivé  des  seules  substitutions  a^,  S,,  S,.  Car,  s'il 
contenait  une  autre  substitution  S3  non  dérivée  de  celle-là,  on  pour- 
rait admettre  qu'elle  laisse  invariable  Xr  et,  par  suite,  x,.- , ,  . . .,  x,,  x',. 
Quant  à  x!.^  son  accroissement  serait  de  la  forme 

A3X3  =  fx  X.,  -4-  p'x^. 
Mais  on  a 


AiA^x-;  =  p'x,. 

AjA.x;  =  0, 

d'où 

A.A^x-;  =  a'p,x,. 

A3A0X;  =  0, 

d'où 

D'ailleurs  ^  ne  peut  être  nul  (car  x!,  ne  serait  pas  de  rang  2).  Donc 
a'  ^  p'  ^  o,  et  S,  se  réduit  à  l'unité. 
Posons  enfin 

. . .,  X„  =  \"'x„^,  . . .,  ^'3  =  [-'■^'^■^■'3)  ^1  =  [J-X''"'x„, 

<  =  -^^o      s;  =  x-'S,,     s;--.  mS,. 

Les  coel'licicnls  b,  ix,  ,3  seront  par  ce  cluiiigeiiirnt  multipliés  respec- 
tivement par 

ni  -  -.r   ■. 

— ,     MA,      uiJ.k    -, 
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ce  qui  perineltra  de  réduire  />  et  [3  à  Fuuité,  et  a  à  l'une  des  deux 
valeurs  o  ou  i  :  on  obtient  ainsi  deux  types  réduits. 

42.  3°  Supposons  enfin  que  toutes  celles  des  substitutions  2^  que  G 
contient  laissent  invariable  y:-v(et,  par  suite,  a;^-,,  . . .,  .'',)■  Le  groupe  G 
résultera  de  la  combinaison  des  substitutions  ct,,  S,  avec  de  nouvelles 
substitutions  de  la  forme 

2  =  I  Dx-'g  =  ax[,  +  [îx-o,  Tix.,  =  j5x,  |. 

Or  deux  substitutions  de  cette  l'orme  ne  sont  écliangeables  que  si 
leurs  coefficients  sont  proportionnels.  On  ne  pourra  donc  adjoindre 
à  a,,  S,  pour  fornjer  le  groupe  G  qu'une  seule  substitution  nouvelle 

Sa   =  \^>''3    ^=   O'^'-i   +    p-^'2?    AoX'!,    =    flx,    I 

et  ses  multiples. 

Le  coefficient  [3  ne  peut  être  nul  (car  x'.,  ne  serait  pas  de  rang  2); 
mais  on  peut  le  ramener  à  l'unité,  et  le  coefficient  a  à  l'unité  ou  à  zéro; 
car  on  peut  comme  tout  à  l'heure  les  multiplier  par  les  deux  indéter- 
minées uK,  inxk''~'-. 

On  obtient  ainsi  cIpmx  types  réduits  nouveaux,  correspondant  aux 
deux  valeurs  de  a. 

Conclusion.  —  Il  existe  neuf  groupes  réduits  de  signature 
[i,  2,  2,  i,  I,  ...],  (juel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  des  unités  qui 
terminent  cette  signature  (s'il  y  en  a  plus  d'une). 

9»  Groupes  de  xiffnatiire  [2,  2,  «]. 

45.   Soient  x\ ,  x'\  ;  x'.,,  x[^  ;  x-!,  (t  =  1 ,  2,  . . . ,  /<)  les  variables. 

Les  groupes  cherchés  s'obtiennent  par  la  coiubinaison  des  n  avec 
daiitres  siibslilutions  S,  dans  les(pielles  ciiatinK'  des  variables  r'^  Ai- 
rang  i  reçoit  un  accroissement  de  la  fornu- 

Ax'î,  =  a^x.,  -\-  b^x"., . 
Première  hypot/i.àse.  —  Le  groupe  coulieut  deux  subsliliilioiis  S,, 
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S2,  telles  que  les  deu\  fonctions 

soient  distinctes. 

Prenons-les  pour  variables  indépendantes;  on  aura 

A ,  x\  =  x'., ,         A.,  x-'i  =  x"., 

et  le  groupe  sera  dérivé  de  a-,  S,,  S^  et  d'autres  subslitulions  1  (|ui 
n'altèrent  plusx'!,,  x'.,,  x\,  x\,  x\.  Ces  substitulions  2  donneront  à  l'une 
quelct)nque  des  variables  restantes  un  accroissement 

On  aura  d'ailleurs 

^1  (f'i-^'.,  +  bix\)  =  A,  Ax'!|  ^  AA,  x[  =  o, 

car  Aix'3  ne  dépend  que  de  x'.,,  x",  que  les  X  n'allèrent  pas.  On  trou- 
vera de  même 

A.,(aix'.,  -+-  />,x".,)  =  o. 

La  fonction  o,x!,  -l-  b^x".^  ne  serait  donc  altérée  par  aucune  substitution 
de  G,  quoiqu'elle  soit  de  rang  2.  Celte  contradiction  ne  peut  être 
levée  que  si  a,  =  /^,=  o. 

Les  substitutions  2  n'altéreront  donc  aucune  des  variables  et  se 
réduiront  à  l'unité.  Le  groupe  C  sera  donc  dérivé  des  seules  subslitu- 
lions a,  S,,  S.. 

L'analyse  du  n"  18  nous  a  montré  que  la  substitution 

S=  (A,S,-+-  A,  s,), 
qui  donne  à  x-,,  l'accroissement 

Dx[  =  A ,  .r'„  -h'k.j,  x"., , 
donne  à  [x,j;'.,  ■+-  tx^x',',  un  accroissemi'iil  de  la  ioiine 

l)(|.,x,+  ^,xj  =  ^,^^^.  +1^,^, 

où 

■\i  =  x\^,  -hx]^.,, 
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']/,  et  '|/^  étant  quad  ta  tiques  en  A,,  A,.  En  choisissant  convenablement 
les  variables  et  les  substitutions  génératrices,  on  pourra  faire  en  sorte 
que  'j/  soit  réduit  à  l'un  des  trois  types  suivants  : 

1[x\A'^+x\aI'),      ^x\X-^  -h  x'\a,A.,,      j.i'',  (A^ -I- A^), 
d"où  autant  de  cas  distincts  à  étudier  séparément. 

4i.  Premier  cas  :']/ =-^{x\'k-^-\- x'^ï.-,).— Les  suhsliluiions  S,,  S., 
donneront  à  x'^,  x'.^,  x".,  les  accroissements 

A,  a;'.,  =  x'.^,         A,  x[,  =  x\ ,  A,  x",  =  o, 

Aja?'.,  :=  x".,,  Ao •/.'!,  =  o,  àox".,  ^=  x\, 

et  à  une  autre  variable  de  rang;  3  (s'il  en  existe  plusieurs),  telle  que  a;", 
des  accroissements  de  la  forme 

A,  x".^  =  ax'.^  -+-  bx",,  Aaor'j  =  ex'.,  -+-  rlx".,. 

On  a  d'ailleurs 

A ,  Ao  xl  =  cx\ ,  Ao  A I  ,r"|  =  b  x'\ , 

donc  b  =  o,  c  ^  o.  On  peut  enfin  rendre  a  égal  à  zéro  en  prenant 
pour  variable  x"^  —  ax[  au  lieu  de  x"^.  Cela  fait,  c^ne  pourra  être  nul, 
car,  .7/',  étant  de  rang  3,  G  doit  contenir  au  moins  une  substitution  qui 
lui  donne  un  accroissement  de  rang  2.  On  rendra  d  égal  à  i,  en  pre- 
nant pour  variable  -.  x\.  Soit  donc 

A,  x\  =  o,         ^-i^'-i  =  •■^'1  • 

Il  ne  peut  exister  une  troisième  variable  x'I  de  rang  3,  car  S,,  S.  lui 
donneraient  des  accroissements  de  la  forme 

A ,  x\  =  ax\ ,  Ao  x'I  =  dx\  ; 

elles  n'altéreraient  donc  pas  la  fonction 

x',  —  ax'!,    - ((/  —  tt)x.^ 
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qu'on  pourrait  prendre  pour  varial)le  indépendante  au  lieu  de  .c™  et 
qui  serait  de  ran^-  <;  j. 

La  discussion  de  ce  premier  cas  nous  fournit  donc  un  groupe  de 
signature  [2,  2,  i]  et  un  autre  de  signature  [2,  2,  2J;  aucun  de  signa- 
ture [2,  2,  //],  si  n  >  2. 

411.   Deuxième  cas  :  •\i  =^  r,x\  À^  +  x\  A,  X.,-  —  ^^11  ^  ici 

A,  ./:^'.i  =  .r!,,  l^x'.,^=  x\,         A,  a'!,  —  x''j , 

A.,  :r'.j  =  x"„ ,  A^  x[^  =  x'\ ,  Ao  x",  =  o. 

S'il  V  a  une  autre  variable  x\  de  rang  3,  elle  subira  des  accroissements 

A, x\:=  ax'.,  +  bx".,,         ^■•■''"■i  ^=  cx'j  +  dx",. 
Mais 

A,  Aj.r",  =^  cx\  +  dx\ ,         A2  A,  x'J,  =  ax] , 

d'où  c  =  o,  a  =  d.  Par  les  mêmes  cbangements  de  variables  que  dans 
le  cas  précédent,  on  rendra  a  ^  d  nul  et  b  égal  à  1 . 

On  voit  de  même  qu'il  ne  peut  exister  de  troisième  variable  de 
rang  3.  On  obtient  donc,  comme  dans  le  cas  précédent,  deux  groupes, 
de  signature  [2,  2,  ij  et  [2,  2,  2]  respectivement. 

46.    Troisième  cas  :  ■]/  =  ^.t\  ÇK'^  -t-  aH).  —  On  aura 

i-*\    X^    "^'a  1  1    ''■•     "^'l    )  1    '^'■>     ^) 

A.,x'^  =  x".,,         Ao.r'2  =  o,  AoX'",  =  .r', . 

S'il  n'y  a  qu'une  variable  de  rang  3,  la  construction  du  groupe  sera 
terminée.  S'il  en  existe  une  seconde,  x",,  elle  recevra  des  accroissements 

Atx\^  ax'.,-\-  b  x"^ ,  Ao  x\  =  c  x.,  -\-  dx., , 
mais 

A,  \-,x\  =  cx\ ,  A^,  A,.i\  =  b.r\ , 
donc  b  =  c. 

D'ailleurs,  en  prenant  pour  variable  x",  —  ax'',,  on  annulera  a\  il 
restera  donc 

A, X.,  =  bx.^^  AoX'j  =:  bx.,  +  dx".^. 
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S'il  existe  une  troisième  variable  de  ran^'  i,  telle  que  x'j',  on  aura  de 
même 

A,  x'I  =  <^x".,,         ^-i-^l  =  ^■'-'i  ■+•  S-ï^'i- 

En  remplaçant  .r"|,  .<'™  par  des  fonctions  linéaires  convenables,  il  vien- 
dra plus  simplement 

A,xl  =  x".-,,         A,  x'I  =  o, 
A,  .r",  =  X., ,  A^  x'I  =^  x", . 

On  a  ainsi  formé  un  groupe  G  de  signature  [2,  2,  3]. 

On  ne  peut  ajouter  une  (juatrième  variable  a;',',  car  en  la  combinant 
avec  les  précédentes  on  la  remplacerait  par  une  nouvelle  variable  pour 
laquelle  A,  et  A,  seraient  nuls  et  qui,  par  suite,  serait  de  rang  <:^  3. 

Revenons  au  cas  où  il  n'y  a  que  deux  variables  j?.,,  x\  de  rang  3. 
Nous  avons,  dans  les  expressions  de  A,  x",,  A^ic'.',,  deux  paramètres  b,  d. 
Ils  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  car  x\  ne  serait  pas  de  rang  3.  Si  l'un 
d'eux  est  nul,  on  pourra  rendre  l'autre  égal  à  l'unité,  en  remplaçant  .r'^ 
par  un  de  ses  multiples.  Si  tous  deux  sont  différents  de  zéro,  on  peut 
rendre  encore  l'un  d'eux  égal  à  l'unité,  mais  on  ne  pourra  modifier 
leur  rapport,  qui  subsiste  comme  paramètre  invariant. 

La  discussion  de  ce  cas  donne  donc  trois  groupes,  de  signature 

[2,  2,  2J  : 

Dans  le  premier b^^o,         d=^i, 

Dans  le  second b  ^  i,         rfi=o, 

Dans  le  Iroisièine b  ^  i ,  </  =  e, 

('  ('laiit  un  invariant  non  nul. 

17.  Dcitxièiiic  h.ypolhèse.  —  Sup[)()S()ns,  au  coutraiic,  (juc  loiites 
les  substitutions  S  accroissent  .t!,  des  multiples  d'une  même  fonction. 

Il  existe  (u"  1 1)  une  substitution  S,,  telle  ipie  A,./;',,  A^.r',  soient  de 
lang  2,  I  rcspectivcmi'ul.  f]n  les  pieiiani  pour  variables  ind(''|>i'U(lanles, 
on  pourra  écrire 

A,  ,r!,  —  x'.,^         A, ,/;'.,  =:  x\ ,  A,  j;',  ^  o. 

Journ.  iltt  Math.  {!<'  sene),  huiio  lU.  -  Istse.    Ul,  n|.i;.  3/| 
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Les  accroissements  des  autres  variables  seront  de  la  forme 


A,  x\  =  a,x'2  +  bj.c".-, 
/i,.r"  =  OLx,  -+-  8.r" , 


A,;//,  =  o. 


Mais  on  peut  supposer  les  coeflicients  o,,  a  nuls,  car  on  les  ferait  dis- 
paraître au  besoin  par  le  changement  de  variables 

X",  =  X'",  —  «jc',,  X',  =  .c!,  —  (  a,- -I-  ccb/)x'.^. 

Soit  donc  plus  simplement 

A,  x\  =  h/x",,  A,  x".,  =  ^x'\ . 

Si  [i  n'est  pas  nul,  on  le  réduira  ensuite  à  l'unité  en  prenant  pour 

nouvelle  variable  -.r".,  ;  enfin,  si  l'un  des  coefficients  h,,  par  exemple  /a,, 

est  diftérent  de  zéro,  on  le  rendra  égal  à  1  et  Ton  annulera   h.,,  ...  par 
un  dernier  clianLiemenl  de  variables 


X!: 


X',  =  x'  — 


h,     „ 


S,  sera  ainsi  ramené  à  la  forme 

A,  x\  =  x'.,,        A,  x'.^  =  x\ ,       A,  x\ 
A ,  xl  =  b x"., ,     A ,  x\  =  3  ./■" ,     A I  ./•" 


A,. ri 


si     />  2, 


h  =  o  ou    1 

[3   =:  o     OU       I 


48.  Nous  allons  établir  que  l'hypothèse  de  l'existence  de  plusieurs 
variables  de  rang  3  doit  être  rejetée. 

Le  groupe  G  doit,  en  effet,  dériver  de  la  combinaison  des  substitu- 
tions a,  S,  avec  de  nouvelles  substitutions  2  qui  n'altèrent  plus  x'.^,  .//,, 
x\,  x\,  et  qui  donneront  aux  autres  variables  des  accroissements 


ox  , 


l)i 


r.ix'.,-\- dix".,  (/>i)". 


Supposons  loul  d'abord  qu'on  ait  au  moins  trois  variables  de  rang  3, 
a.\| ,  .f'!| ,  x^ .  Les  sul)sti  tu  tions  a  donnent  à  x".[  nii  accroissement  de  rang  i  ; 
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S,  le  laisse  invariable.  Mais  G  doit  contenir  une  substitution  au  moins 
qui  lui  donne  un  accroissement  de  rang  2  (n°  li).  Cette  substitu- 
tion H,  sera  de  l'espèce  2  et  différente  de  l'unité.  Elle  donnera  à  x'I  un 
accroissement 

D ,  x'I  =  cx'.^-\-  dx"., . 

Mais,  étant  échangeable  à  S,,  elle  doit  permuter  exclusivement  entre 
elles  les  fonctions  que  S,  n'altère  pas  ;  donc  c  sera  nul  et,  comme  D,  a;™ 
ne  peut  être  identiquement  nul,  d  sera  ^o. 
Considérons  maintenant  la  fonction 


x: 


x„ 


Les  substitutions  s,  etZ,  l'accroissent  respectivement  de  Xx\',  eldedx".,'^ 
ces  deux  fonctions  sont  linéairement  distinctes.  Donc,  en  prenant  X'^ 
comme  variable  indépendante,  nous  retomberions  sur  la  première 
hypothèse,  déjà  complètement  discutée  (n°'*  i2-i5). 

La  même  démonstration  s'appliquerait  au  cas  où  l'on  naurait  que 
deux  variables  de  rang  3,  j;!,,  x".^,  mais  où  b  serait  nul. 

Si  h  était  égal  à  1 ,  on  aurait 


s,= 


lA,  X^  —  X,,, 

A,x'.,  =  x\, 

X 

x\ 

=  G 

A,x-:  =  .r:, 

l,x:  =  Hx[, 

à 

x'\ 

=  0 

et  le  groupe  abélien  dérivé  de  a,  S,  n'est  pas  général,  car  la  substitu- 
tion 

\x\  =  Aa;!,  =  à.x'.  =■  o 


A.r;  =  .r;,     A.*;; 


\x. 


est  évidemment  échangeable  à  ses  substitutions.  On  devra  donc  le 
compléter  par  l'adjonction  d'une  substitution  au  moins  de  l'espèce  11, 
autre  que  l'unité.  Cette  substitution  II,  laissera  x'.^  invariable  et  accroî- 
tra x\  d'une  expression  de  la  forme 

D ,  X..  =  ex'.,  -+-  dx\ . 


Mais,  si  c  n'était  pas  mil,  les  accroissements  l>,.f,,,  A,.i;.,  seraient  deux 
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fonctions  linéairement  distinctes -et  l'on  retomberait  ainsi  sur  la  pre- 
mière hypothèse. 

Si  c  =  o  et  (/<o,  la  fonction  X.',  ^  a;^  +  Xx!,  aurait  des  accroisse- 
ments dx\^^  x\  -+-  Xx'.,  linéairement  distincts.  On  retomberait  encore 
sur  la  première  hypothèse. 

Enfin,  si  c  et  rf  étaient  nuls,  S,  laissant  x\  invariable,  n'altérerait 
Tpas  xl  =  A,x".j  (n°  8).  Elle  se  réduirait  donc  à  l'unité,  résultat  inad- 
missible. 

49.  Considérons  enfin  le  cas  où  il  n'existe  qu'une  variable  de  rang  3  ; 
on  aura 

S,  =  I  A,ic!|  =  x-^,      A^x'.,  =  x\,      A,a:.-|  =  o,     AfX".^=^x'\,       A|.r"|  =  o|. 

Les  substitutions  Z  n'altèrent  cjue  x",  et  lui  donnent  un  accroissement 
de  la  forme 

Dx".,  =  yx\  -+-  ^x'\. 

Toutes  ces  substitutions  sont  évidemment  échangeables  entre  elles, 
et  le  groupe  cherché  s'obtiendra  en  les  adjoignant  aux  substitu- 
tions a,  S|.  D'ailleurs,  les  deux  substitutions  S°,  SJ,  que  l'on  obtient 
en  faisant  successivement  [3  =  o,  ji  =  i  dans  l'expression  de  S,,  résultent 
évidemment  de  la  combinaison  de  l'une  d'elles  avec  une  substitution  1. 
On  aura  donc  un  seul  groupe  G,  dérivé  des  substitutions  <j,  S",  H. 

En  résumé,  nous  avons  obtenu  : 

Quatre  groupes  de  signature  [2,  2,  i]  (confirmation  d'un  résultat 
déjà  trouvé); 

Cinq  de  signature  [2,  2,  2]; 

Un  de  signature  [2,  2,  3]  ; 

Aucun  de  signature  [2,  2,  n],         n  >>  3. 


IV.  —  Récapitulation. 

iîO.  l'armi  les  groupes  G  construits  dans  la  section  précédente 
ligiirent  tous  ceux  où  le  nombre  n  des  variables  ne  surpasse  pas  (>.  Le 
Tableau  suivant  indique  leur  nombre  pour  chaque  signature  donnée  : 
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Signature. 


Signature. 
[.,2]... 
[2,    .]... 


1°  Deux  variables. 


Total... 
2°   Trois  variables. 


Tolal 


Nombre 
des  groupes. 


Nombre 
des  groupes. 


3°  Quatre  variables. 


Signature. 

[.,3].. 

[3,2].. 

[.,3].. 


Nombre 
des  groupes 


Signature. 
[.,    .,2j... 
[.,2,    ■]... 
[2,    .,    .]... 
[■,    .,,,    .]. 

Total. 


Nombre 
des  groupes. 


4°   Ciiui  variables. 

Nombre  Nombre 

Signature.       des  groupes.  Signature.       des  groupes. 

L',4J .  [M, 31 o 

L2,  3J .  [i,2,  :..| 2 

[3,2j .  L'.3,,| 3 

[4,    •] 1  L2,    I,   2| o 

[2,   2,    I  I .1 

|3,.,i| . 


Nombre 
Signature.  des  groupes. 

[..  .,  ., 
Ll,  1,2, 
[<,2,  1, 
[2,  .,  ., 
[1,    .,    ., 


r..tal. 


2  56 
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5°  Six  var 


tables. 


Signature 

1,5] 
>,  4] 

[3,  3] 
[4,  2] 

;5, ,] 
1,  .,  4 

I,    2,    3 
.,    3,    2 


3,    3, 


Nombre 
des  groupes. 


Signature 
3,    .,'2] 

3.2,  .] 

4-  ",  i] 
1 ,  I,  1,3 

I  ,    1,2,2 

I,  I,  3,  1 

I,    2,    I,    2 
I,    2,   2,    I 

1.3,  I,  1 


Nombre 
des  groupes. 


Signature 

2 ,  1 ,  1,2] 
2,1,2,1] 
2,2,    I ,    I ] 

3,  ..  .,  .] 
'»  >,  'j  I J 

1,    I  ,    1,2, 

1 ,  1,2,  I , 
1  ,    2 ,    f  ,    I  , 

2,  I  ,  I  ,  I  , 
1,    I  ,    I  ,    I  . 


Nombre 
des  groupes. 


Total 63 
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Sur  la   croissance  des    fonctions   multi formes  : 
Par  m.  Georges  RÉMOUNDOS. 


Préface. 


I .  Ce  travail  est  la  suite  d'un  autre  travail  (')  publié  clans  le  même 
Recueil  :  Sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de  branches 
(Journal  de  Mathématiques,  fasc.  I,  190(5),  dans  lequel  j'ai  fait  une 
étude  systématique  de  la  croissance  des  fonctions  algébroïdes  (ayant 
un  nombre  fini  de  branches);  j'y  ai  démontré  qu'elle  jouit  de  la  plupart 
des  propriétés  fondamentales  des  algébroïdes  uniformes  (dites  fonc- 
tions entières  ou  mëromorphes).  Je  me  propose  d'exposer  ici  quelques 
nouveaux  résultats  concernant  la  croissance  des  algébroïdes  multi- 
formes et  se  rattachant  à  la  recherche  de  la  forme  la  plus  générale, 
sous  laquelle  le  théorème  de  M.  Picard  et  ses  généralisations  s'étendent 
aux  algébroïdes  multiformes  avec  un  cas  d'exception  unique;  ce  qui 
est  intéressant,  dans  cette  extension,  c'est  que  la  densité  des  zéros  et 
des  infinis  n'est  pas  suffisante  pour  les  algébroïdes  multiformes  :  il 
nous  faut  aussi  tenir  compte  d'autres  éléments  qui  interviennent  et 
jouent  un  rôle  essentiel. 

Mon  but  principal  est  de  montrei-  la  dillérence  profonde  (pii  existe 


(')  Dont  la  connaissance  est  nécessaire  pour  rinlelligence  du  présent  Mé- 
moire; il  sera  mentionné,  au  cours  de  ce  travail,  par  l'expression  :  Mémoire 
piécédent. 
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entre  la  croissance  des  fonctions  algébroïdes  et  celle  des  autres  trans- 
cendantes multiformes  ;  je  présente  des  transcendantes  non  algébroïdes, 
qui  jouissent  de  propriétés  de  croissance  très  singulières  par  rapport  à 
celles  auxquelles  nous  sommes  habitués  jusqu'ici.  Pour  y  arriver,  il 
m'a  fallu  étendre  aux  fonctions  multiformes  le  théorème  bien  connu  de 
^\  eierstrass  sur  l'existence  d'une  fonction  entière  admettant  des  zéros 
donnés:  ici  les  ordres  de  mulliplicilé  peuvent  être  aussi  fractionnaires. 
Ce  travail  est  le  développement  d'une  Note  insérée  dans  les  Comptes 
rpiidus  de  i Académie  des  Sciences,  3  septembre  190G. 


L'extension  du  théorème  de  Weierstrass. 

2.  Je  commencerai  par  établir  l'extension  précitée  du  théorème  de 
W'eierstrass  :  Il  est  bien  connu  que,  étant  donnée  une  série  de  nombres 
a,,  ao,  a,,  . . .,  on  peut  former  une  fonction  entière  (plus  précisément, 
une  algébroïde  uniforme  entière)  admettant  ces  zéros;  voyons  main- 
tenant s'il  est  possible  de  former  une  algébroïde  multiforme  admet- 
tant comme  zéros  les  nombres  a,,  a,,  «3,  ...,  a„,  ...,  avec  des  degrés 
de  multiplicité  respectivement  égaux  à  A,,  A^,  . . .,  A„,  . . .,  qui  peuvent 
être  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires.  On  dit  cjue  a,-  est  un  zéro 
de  la  fonction  /(s)  de  degré  de  multiplicité  égal  à  A,,  lorsque  l'on  a 

f{z)  =  (z  -  <^,y'M  =  h         M^ô  +  ^         et  fini- 

A  cet  effet,  remarquons  que,  si  l'on  veut  former  une  fonction  multi- 
forme à  n  branches,  tous  les  dénominateurs  des  nombres  K,,  supposés 
irréductibles,  devront  être  inférieurs  à  rt,  et,  par  conséquent,  le 
nombre  "i.2.3.../î  n\  sera  certainement  un  multiple  commun  de 
tous  les  dénominateurs.  Les  produits  A,  //!,  k.^//l,  ...,  k,jil  étant  des 
nombres  entiers,  posons  A,«!  =  X,et  formons  la  fonction  entière  G(^) 
admettant  (;omme  zéros  les  mêmes  nombres  a,  a\ec  des  degrés  de 
multiplicité  égaux   aux  nombres  entiers  À,-;  il  est  alors  clair  que  la 

fonction  multiforme  /(^r)  ^  G(s)"'  admet  les  zéros  a,-  avec  des  degrés 
de  multiplicité  égaux  à  -^  =  A,  et  notre  problème  se  trouve  résolu. 
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Il  est  bien  entendu  que  l'on  pourrait  employer  le  plus  petit  commun 
multiple  des  dénominateurs  des  nombres  A',  au  lieu  de  «!. 

L'algébroïdc  multiforme  ainsi  obtenue  correspond  au  produit  cano- 
nique de  Weierstrass  relatif  aux  algébroïdes  uniformes;  il  en  résulte 
que  toute  algébroïde  F(;)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(I)  F(z)=f(z)e^i^K 

Si  nous  appelons  algébroïde  ctilière  toute  algébroïde  n'ayant  pas 
d'infini  à  distance  finie,  nous  avons  aussi  le  corollaire  suivant  : 

Toute  algébroïde  non  entière  peut  se  mettre  sous  la  forme  du 
quotient  de  deux  algébroïdes  entières. 

La  propriété  exprimée  par  l'égalité  (i)  est  fondamentale  pour  les 
considérations  qui  vont  suivre. 


Sur  quelques  transcendantes  non  algébroïdes. 

Classe  1. 

5.  Dans  mon  travail  cité  plus  baut,  j'ai  démontré  que  les  transcen- 
dantes algébroïdes  jouissent,  en  particulier,  de  la  propriété  suivante  : 
Une  fonction  algébroïde  n'a  jamais  son  ordre  de  grandeur  infé- 
rieur à  celui  de  sa  dérivée. 

Nous  allons  démontrer  que  c'est  là  une  propriété  essentielle,  sinon 
caractéristique,  des  fonctions  algébroïdes,  en  présentant  des  transcen- 
dantes non  algébroïdes  croissant  beaucoup  moins  viteque  leursdérivées. 
Dans  des  travaux  antérieurs  (?w/r  mon  Mémoire  précité),  j'ai  donné  et 
justifié  la  définition  de  l'ordre  de  grandeur  des  transcendantes  algé- 
broïdes; celui  des  algébroïdes  non  entières  est  défini,  ou  bien  directe- 
ment, ou  bien  à  l'aide  du  corollaire  cité  dans  le  numéro  précédent  par 
la  forme  du  quotient  de  deux  algébroïdes  entières. 

Si,  par  exemj)le,  F(;)  =  p\.,>  l'ordre  de   V{z)  est  égal  au  plus 

grand  des  ordres  de  grandeur  de  F,(:;)  et  Fo(^  ). 

(lela  posé,   considérons  une   algébroïde   F(r)   quelcoïKpie  et    une 

Journ.  de  Malh.  (()•  série),  Imiie  III.  —   l'asc,  III,   1907.  JJ 
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valeur  exceptionnelle  a,  au  sens  ordinaire  du  mot,  relatif  à  la  densité 
des  zéros  cl  des  infinis  de  F(z')  —  a;  j'entends  par  là  que  Ton  a 

f{z)  étant  une  algébroïde  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  celui  de  ¥{z) 
et$(s)  une  fonction  finie  à  distance  finie;  dans  cette  décomposition, 
le  facteur  /(-)  est,  en  général,  un  quotient  de  deux  produits  cano- 
niques de  facteurs  primaires.  Dans  mon  Mémoire  précédent,  j'ai  dé- 
montré que  le  cas  où  l'exposant  9(3)  est  aussi  algébroïde  est  d'un 
caractère  exceptionnel,  puisqu'il  est  impossible  que  cette  circonstance 
se  présente  pour  deux  valeurs  de  a;  si  F(s)  est  une  algébroïde  uni- 
forme, ce  nouveau  cas  d'exception  unique  (double  exception)  coïncide 
avec  le  premier,  parce  que  l'exposant  9(2)  est  aussi  uniforme  pour 
tout  nombre  a,  exceptionnel  ou  non. 

Je  veux  actuellement  établir  que  le  résultat  précité  n'est  qu'une 
circonstance  particulière  d'un  autre  résultat  plus  précis,  et  ce  qui  carac- 
térise le  cas  d'exception  unique  tient  à  un  fait  général  concernant  la 
croissance  de  la  dérivée  <p'(^)'  °"  ^^'*^"  celle  de  la  partie  réelle  et  de  la 
partie  imaginaire  de  cp(;). 

4.  Supposons  que  F(c)  croisse  comme  pi^''*;  j'entends  par  là  que 
l'on  a  les  relations 

|F(^)|<6*^)'"",  max.|F(;)|>ei"''''"",  ■        pour|r|  =  r, 

a  étant  un  nombre  positif  quelconque,  la  première  à  partir  d'une 
valeur  de  /■  et  la  seconde  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  croissantes 
indéfiniment.  La  fonction  91^)  croissant  comme  [x(/')  ('j,  je  veux 
démontrer  que  cette  fonction  9(-)  jouit,  sauf  [lour  une  valeur  de  a,  au 
plus,  de  deux  propriétés  suivantes  :  i"  elle  n'est  pas  algébroïde;  1"  sa 
dérivée  croît  comme  r'i^''',  c'est-à-dire  beaucoup  plus  vite  que  la  fonc- 
tion. 

La  première  propriété  est  une  consé(pience  de  la  seconde.  La  démon- 


(')    \(>ir  plus  biis  la  preuve  de  celte  assertion  (11°  5);  elle  suppose  une  res- 
liiclion  (|ue  nous  citons  aussi  dans  le  numéro  suivant. 
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stralion  de  ce  théorème  se  fait  par  un  procédé  devenu  classique  depuis 
les  travaux  de  M.  Borel  sur  le  théorème  de  M.  Picard.  Soient  a,  et  a^ 
deux  valeurs  de  a;  l'élimination  de  F(:)  entre  les  identités 

F(.)- a,  =/,(.).?.':=),  F(.-)-a,  =  /,(.-)6'W^' 

nous  conduit  à  l'identité 

a ,  -  a  ,=/,(;  )  e=P.<^'  —  /.  (  -  )  c'^^^'K 

Cette  identité  n'appartient  pas  tout  à  fait  à  la  classe  de  celles  que 
nous  avons  étudiées  dans  notre  Mémoire  précédent  (^Journal  de  Ma- 
thématiques, fasc.  I,  1906),  puisque  les  exposants  <p,(3)  et  cp2(:)  ne 
sont  pas,  en  général,  algébroïdes;  mais,  les  dérivées  de  ces  exposants 
étant  algébroïdes,  l'on  pourrait  établir  l'impossibilité  de  celte  identité 
par  la  même  méthode  que  celle  du  Mémoire  précédent,  si  les  déri- 
vées o\{z)  et  o'.,{z)  croissaient  moins  vite  que  <^^''\  c'est-à-dire  s'il  y  a 
un  nombre  positif  &  tel  que  l'on  ait,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /•, 

\^\{z)\<  .W'■''-^  I  9:  (-.)  I  <  .^-'n'-^  \z\^r. 

En  cfl'et,  la  dérivation  nous  conduit  à  l'identité  suivante 

dans  hupielle  les  coefficients  des  exponentielles  sont  aussi  algébroïdes 
d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  ci'-"';  dès  lors,  l'inqjossibililé  se  mani- 
feste par  des  raisonnements  bien  connus]  ]'oir  les  travaux  de  \l .  iJorel, 
Mémoire  sur  les  zéros  des  fonctions  m/irres  (  Àrta.  Matlieinalica, 
t.  XX);  aussi  la  thèse  de  M.  Kraft  :  Ueber  ^anze  transcendante 
Funclionen  von  unendiicher  Ordnun^,  et  la  mienne],  grâce  aux 
propriétés  des  fonctions  algébroïdes,  établies  dans  notre  Mémoire  pré- 
cédent, qui  assurent  l'existence  d'une  suite  indéfinie  d'intervalles, 
dans  lesquels  le  module  maxiniiini  de  rexponenlielle  est  supérieur 
à  r''"'  ,  tandis  que  le  mndiili'  des  idel'licieuts  est  snp<''ili'ur  à  r~^"'''  ' 
ave(£,>c. 

(iiiiMine  il  existe  des  alg('"bii)ï(|es  admellanl  plusieiiis  valeurs  excep- 


272  G.     REMOUNDOS. 

tionnelles  ordinaires,  le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivé  (')  nous 
fait  connaître  des  fonctions  non  al^ébroides  présentant  la  difl'érence  de 
croissance  avec  leurs  dérivées  ci-dessus  signalée.  D'une  façon  précise, 
nous  avons  établi  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  La  dérivée  9'(^)  de  l'exposant  ^{z)  ne  saurait 
croître  moins  vite  que  e^^''^  pour  plus  d'une  valeur  de  a. 

11  est  clair  que  ce  théorème  s'étend  de  lui-même  aux  différences 
F(s)  —  W(s),  W(:)  désignant  une  algébroïde  quelconque  d'ordre 
de  grandeur  inférieur  à  celui  de  F(z)  ;  il  n'y  a  rien  à  changer  dans  nos 
procédés. 

S.  Nous  avons  plus  haut  émis  l'assertion  que  l'exposant  Z'(z)  croit 
comme  "•(/");  j'entends  par  là  que  l'on  a 

(3)  [x(/•)'-^>max.|9(G)|>,a(/•)'-^ 

avec  quelques  intervalles  d'exclusion  négligeables  (2r  étant  arbitrai- 
rement petit).  Or,  cela  n'est  pas  du  tout  évident,  puisque  la  seule 
conséquence  immédiate  des  inégalités 

consiste  dans  les  inégalités 

(4)  [[i.(/-)]'-^>co(r)>[[i.(/-)]' ^ 

a)(/')  désignant  le  maximum  des  valeurs  positives  de  la  partie  réelle 
de  9(^),  satisfaites  dans  les  mêmes  conditions  que  les  premières;  il  est 
donc  nécessaire  de  prouver  que  les  inégalités  (3)  peuvent  se  déduire 
des  inégalités  (/j)  avec  quelques  intervalles  d'exclusion  négligeables. 
M.  liorel  y  est  arrivé  pour  les  algébroïdes  uniformes  entières  [Voir 
Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  (Acta  Mathematica,  t.  XX)  et 
Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  63-6y,  Gauthier-VillarsJ  ;  nous 


(')  Combiné  .ivec  le  fail  qu'un  choix  convenable  de  l'algébroïde  F(c)  nous 
permet  d'affirmei-  que  le  module  de  l'exposant  tp(:)  croit  comme  \i-{i'). 
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allons  étendre  ce  résultat  aux  fonctions  !p(s),  que  nous  considérons 
dans  ce  travail,  en  faisant  une  certaine  hypothèse  sur  ralgébroïde  pri- 
mitive F(r),  dont  nous  sommes  partis. 

Supposons  que  l'algéhroïde  u  =  — ^-— —  soit  définie  par  l'équation 
(5)         «"  -t-  e""='«"-'  -+-  c"'''  u"~-  -h... -h  e""-''"u  ■+-  e""''  =  o, 

les  exposants  H, (s),  H2(:),  ...,  H„(s)  désignant  des  fonctions  en- 
tières i^algébroïdes  uni/ormes  entières);  celle  algébroïde 

est  visiblement  du  même  ordre  de  grandeur  e^^""'  que  Talgébroïde  F(r). 
Posons 

H,(z.)  =  uy,(z)  +  ifi,(z.), 

H,{z)  =  ay,(z)  +  i(),(z), 


H„(.-)  =  ttr„(.)  +  /0„(.), 


les  ra,-  désignant  les  parties  réelles  et  les  «0,  les  parties  imaginaires  des 
fonctions  entières  H,(j);  posons  aussi 

„  =  F,(-)  =  Il(r,&)e-'-'% 

R(r,  0)  désignant  le  module  de  u,  oj(r,  0),  son  argument,  et  r,  &  les 
coordorniées  polaires  du  point  z  et  remarquons  que  Féquation  (5) 
prend  ainsi  la  lormc 


(5')    ^ 
Or,  on  i 


11"  t'"""+li"-%.''^.6''t"'- '""+«.] 


|0,|<|Il,|<|;j.(r)|'^P, 
d'après  le  résultai  plus  haut  cili'  do  M.  Ijorcl,  établi  pour  les  algé- 
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broïdes  uniformes  entières;  on  a,  en  effet, 

I  H,|<  (max.  |gt,1)'+P<  u.(ry^^     ('). 

On  s'en  rend  aisément  compte  en  remarquant  que  le  maximum 
de  e^'  n'est  pas  d'ordre  de  grandeur  supérieur  à  i'^''\  conformément  à 
la  définition  de  l'ordre  de  grandeur  d'une  algébroïde  multiforme, 
donnée  dans  mon  Mémoire  précédent,  et  les  résultats  établis  dans  le 
même  Mémoire.  Nous  y  avons  démontré  que,  si  rt^''"'  est  le  plus  grand 
des  ordres  de  grandeur  des  coefficients  de  ré(|uation,  qui  définit  une 
algébroïde  midtiforme  u  =  M(;:),  nous  avons  les  inégalités 

I  M(;)  |<  e^'-''"\  max.  ]  M  (:;)  |  >  e^^'"\  |  M  (  ;)  |  >  e-^^'>"\ 

S  étant  arbitrairement  petit,  la  première  et  la  troisième  pour  toutes 
les  branches  et  la  deuxième  pour  une,  au  moins,  des  branches;  il  y  a, 
bien  entendu,  des  intervalles  d'exclusion,  pour  lesquels  je  renvoie  le 
lecteur  au  Mémoire  précédent. 

Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  nombre  positif  p  tel  que  l'iné- 
galité 

(6)  max.((o)>,ui(/-)'+^ 

soit  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /•  croissant  indéfiniment. 
Les  inégalités 

|0,|<[l4/-)r"f*  et         („_,)|0,|<^uL(r)'-P.  (?.>^), 

étant  satisfaites  (pidcpie  petits  que  soient  les  nombres  positifs  fl  et^, 
avec  quelques  intervalles  d'exclusion  d'étendue  négligeable  (voir  les 
travaux  plus  haut  cités  de  M.  Borel),  nous  aurons  l'inégalité 

|(,,  _/)co,  +  0,|>[a(/-)|'-"-  |a(r)]'-P., 

salisfallr  pour  des  |i(>ints  d'une  infinité  de  cercles  de  layon  /•  croissant 
indéfiniment;  il  sid'fit,  pour  cela,  (pie  l'inégalilé  ((1)  soit  satisfaite  sui' 


(')   ft  et  p  élanl  des  nombres  positifs  arbitrairement  petits 
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des  intervalles  d'une  élendiie  supérieure  à  celle  des  intervalles  d'ex- 
clusion, (jue  comportent  les  identités  |  0,  |  ■<  [a(/- )]'"^P.  Nous  avons 

p,  étant  un  nombre  quelconque  inférieur  à  p,  parce  que  j3,  est  arbi- 
trairement petit;  il  en  résulte  que,  pour  les  points  où  co  a  sa  valeur 
maximum,  les  arguments  de  tous  les  termes  de  l'équation  (5'),  sauf 
le  deiiiier,  sont  supérieurs  à  [a(/-)]''^''i,  p,  étant  un  nombre  quel- 
concjue  inférieur  à  p. 

Pour  aller  maintenant  plus  loin,  il  faut  avoir  recours  à  une  pro- 
priété de  l'argument  d'une  somme  de  nombres  :  Etant  donnés  les 
arguments  Y,,  y^,  ...,  y,,  des  nombres  ayant  comn)e  afllxes  les  points 
M,(p,,  y,  ),  M2(p2)  Ti)?  ■■■■,  M„(p„,  y„),  l'argument  de  la  somme  de 
ces  nombres  sera  de  la  forme 

y+oA-/, 

k  étant  un  entier  quelconque  et  y  un  argument  (angle)  supérieur  au 
plus  petit  des  arguments  y,,  y^,  ...,  y„;  il  est,  en  effet,  clair  que 
l'affixe  de  la  somme  sera  un  point  M  tel  que  le  vecteur  OM  se  trouve 
entre  les  vecteurs  OM,,  OlVIj,  ...,  0M„.  Si  nous  appelons  a(/-)  l'ar- 
gument de  la  somme  des  n  premiers  termes  de  l'équation  (5'j  et  K, 
son  module,  nous  aurons 

et 

(7)  a(;-)-a„(/-)  +  27r,:D(/-), 

a|,(/')  (''lant  une  fonction  continue  de  /•  sup(  rieiiic  loujoui's  à  Taigu- 
mento)  -f-  0„„,,  <pù  est  le  [)lus  petit  [(arini  leiix  des  //  prruiii'rs  ti'i mes 
de  l'équation  (')');  on  aura  donc 

"»('•)>  lf^('- )]'""'• 

D'autic  pail,  !)(/•)  ne  saurait  prendre  (|ue  des  valeurs  (pii  soient 
des  nombres  entiers;  nous  en  concluons  que  D(r)  sera  une  constante, 
puisque  c'est  la  diflércnce  de  deux  fonctions  a(/-)  et  a„(/')  continues 
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fie  r.  On  en  déduit  iininédialeinenl 

i«('-)i>[i^('-)r"'s 

p.j  étant  un  nombre  quelconque  inférieur  à  p,. 
Dès  lors,  l'égalité 

entraîne  la  suivante 

I  ^"  I  ^  f  [^^  '')!'   ''  (P^  <^  r'o  mais  quelconque), 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  résultat  plus  haut  cité  de  M.  Borel 
exprimé  par  l'inégalité 

KJ«l<[,^('■)]'^^ 

^  étant  arbitrairement  petit. 

Il  est  donc  impossible  qu'il  y  ait  un  nombre  p  tel  que  l'inégalité  (6) 
soit  satisfaite  pour  des  intervalles  d'étendue  plus  grande  que  celle  qui 
a  été  donnée  par  M.  Borel  pour  les  intervalles  d'exclusion  que  com- 
porte son  théorème,  dont  nous  avons  obtenu  l'extension  à  la  classe 
considérée  d'algébroïdes  multiformes.  Nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Si  M(:;)  =  Re""  est  une  algéhroïde  iniilti forme  définie  par  une 
équation  de  la  forme  (5),  l'inégalité 

sera  satisfaite  pour  tout  nombre  positif  S  avec  quelques  intervalles 
d'exclusion  négligeables.  M(«)  est  supposée  d'ordre  de  gran- 
deur ev-^'-}. 

Ce  théorème  entraîne  comme  corollaire  le  fait  que  la  fonction 
A(:;)  =  logM(:;)  =  logll  +  /o) 
satisfait  aussi  à  l'inégalité 

lA(-^)l<([^(/-,)J'-f*. 
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Ainsi  le  théorème  démontré  par  M.  Borel  pour  le  logarithme  des 
fonctions  de  la  forme  e"''' ,  H(:)  étant  une  algébroïde  uniforme  en- 
tière, a  été  étendu  ici  au  logarithme  des  algébroïdes  multiformes  M(a~) 
définies  par  une  équation  de  la  forme  (5)  cjui  n'admettent  aussi  aucun 
zéro  et  aucun  infini  et  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

M(z)  =  ef^'\ 

(p(3)  étant  une  fonction  finie  à  distance  finie. 

Le  fait  que  ce  théorème  ne  saurait  être  étendu  à  toutes  les  algé- 
broïdes apparaît  immédiatement  sur  les  algébroïdes  les  plus  élémen- 
taires, qui  n'appartiennent  pas  à  la  classe  particulière  plus  haut  consi- 
dérée; considérons,  en  effet,  la  fonction  log- =  log/- +  «3  (' );  le 
module  de  la  partie  imaginaire  /2r  ne  dépend  pas  de  /■  et  prend  des 
valeurs  indéfiniment  grandes  pendant  que  /■  reste  constant. 

Les  propriétés  des  fonctions  de  classe  I. 

6.   Si  nous  faisons  la   substitution   m= — ^ —  sur   l'équation   (t), 

/désignant  une  algébroïde  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  celui  de 
F(z),  l'équation  transformée  ne  sera  plus  de  la  forme  (  i);  ses  coeffi- 
cients seront  de  la  forme  d'une  somme  de  termes  tels  qae  /i(z)e"'''\ 
H,(-)  étant  une  fonction  (algébroïde  uniforme)  entière  et  fi(z)  une 
algébroïde  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  celui  de  H,(3).  Si  l'algé- 
broïde  primitive  F(z),  envisagée  dans  les  paragraphes  précédents,  est 
de  la  forme  de  la  transformée  de  (5),  l'algébroïde  t?'''''  est  de  la  classe 
définie  par  les  équations  de  forme  (,)),  et,  par  conséquent,  le  module 
de  9(-)  croît  comme  [^(z'),  satisfaisant  aii\  inégalités 

(7')  l?(^^;l<[K'-)|'-^P,  .nax.|'^(.)|>[a(,-)r-P. 

Si  l'algébroïde  i.'\:)  est  définie  par  l'écpialioii 

(8)     W{z,u)  =  u"^B,(z)u"~'  -h...  +  l^,  ,{:)u-^\i„{z)  =  o, 

(')   l,og  :.  est  le  logarilliiiu;  dt-  l'ali^t'hi-oMle  ii  =:  z  ^  re^.. 

Jourii.  de  Math,  ((j*  scilcj,  Luiiiu  III.  —    Kasc.  111,  1907.  JO 
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dont  les  coefficients  sont  déteriuinés  par  les  éqnalions 


elle  admet  n  valeurs  exceptionnelles  a,,  a^,  ...,  a„  et  les  coeffi- 
cients B,(r)  sont  de  la  forme 

B,(=)  =  A/,,  ''""='  +  "A,„e"''^'  +. . .+  X,,,,.'""'^'         (î  =-  1 ,  2,  3,  .  ..,n), 

lesXyy  dt^signant  des  constantes;  il  est  clair  que  la  fonction  F(r)  —  a('), 
qui  n'admet  aucun  zéro  et  aucun  infini,  satisfait  à  une  équation  ana- 
logue à  (8). 

Or,  il  est  aisé  de  prouver  que  cette  classe  d'algébroïdes  entières  et 
dépourvues  de  zéros  jouit  de  la  même  propriété  que  la  classe  définie 
par  des  équations  de  la  forme  (5).  Cela  tient  à  ce  que  l'argument  de 
la  somme 

(9)  X,e"''='-i-  À.f'""^'^-. .  .-^  X,/>"-'% 

les  X,  désignant  des  constantes,  est  donné  encore  par  la  formule 

a(7-)  ^  ao(j-)  +  ik-izi, 

a„(7*)  étant  une  quantité  (variant  d'une  façon  continue  par  rapport 
à  r)  comprise  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  argument  des 
termes  X,e"''"'.  Si  donc  l'algébroïde  considérée  est  de  l'ordre  de  gran- 
deur e^^''\  les  arguments  de  tous  les  termes  de  la  somme  (9)  étant 
inférieurs  à  [(J-(')]'^^  il  en  sera  de  même  de  l'argument  de  la 
somme  (9)  et,  par  conséquent,  de  tous  les  coefficients  de  l'équation 
qui  définit  l'algébroïde  en  question  M  (s). 

Dès  lors,  les  raisonnements,  exposés  dans  le  numéro  précédent, 
montrent  bien  que  l'argument  co  de  celte  algébroïde  M(r)  satisfait  à 
l'inégalité 

I  co  I  <  I  [^(/■)J'"^'*'         ([3,  arbitrairement  petit) 
(')  a  est  supposé  égal  à  un  des  nombres  exceptionnels  a,,  «2,  ...,a„. 
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et  le  théorème  du  numéro  précédent  se  trouve  généralisé  et  établi 
pour  toutes  les  algébroïdes  définies  par  une  équation  dont  les  coeffi- 
cients sont  de  la  forme  (9),  quel  que  soit  l'entier  m.  Pour  abréger  le 
langage,  nous  appellerons  exponentielle  cette  classe  de  fonctions 
algébroïdes. 

Notons  que,  dans  la  somme  (9),  les  exposants  H,(;)  peuvent  bien 
être  des  constantes. 

7.  Si  donc  Talgébroïde  primitive  F(::)  est  de  la  classe  exponen- 
tielle, il  en  est  de  même  de  ¥{z)  -  a,  a  étant  un  nombre  quelconque; 
si  a  est  une  valeur  exceptionnelle  telle  que 

(10)  F(:;  )— oc  =  e?J^), 

9„(:;)  croîtra  comme  [/.(/■)  avec  le  sens  plusieurs  fois  répété;  or,  nous 
avons  vu,  d'après  le  théorème  I  du  paragraphe  i,  que  la  dérivée  '^'^{z) 
ne  saurait  croître  moins  vite  que  e'"''"*  pour  plus  d'une  valeur  de  a;  // 
y  a  donc  là  une  source  de  fondions  croissant  comme  ix(r),  dont  la 
dérivée  croit  comme  eW',  c'est-à-dire  beaucoup  plus  vite  que  la 
fonction;  leur  existence  est  assurée  par  le  fait  qu'il  y  a  des  algébroïdes 
de  la  classe  exponentielle  admettant  plusieurs  valeurs  exceptionnelles 
du  caractère  indiqué  par  l'équation  (10)  et  consistant  en  l'absence 
totale  de  zéros  et  d'infinis;  cela,  qui  est  d'ailleurs  visible,  a  été  mis  en 
évidence  dans  le  numéro  précédent. 

^  Si  l'algébroïde  primitive  F(z)  n'est  pas  de  la  classe  exponentielle, 
l'ordre  de  grandeur  de  l'exposant  <p„(^)  est  inconnu;  dans  ce  cas,  les 
conséquences  du  théorème  I  donnent  naissance  à  des  fonctions  y„(r) 
présentant  une  autre  propriété  aussi  singulière  que  celle  (pii  corres- 
pond au  cas  où  F(:;)  est  de  la  classe  exponentielle.  En  cflet,  l'expo- 
sant cp„(:;)  ou  bien  sera  d'ordre  de  grandeur  pi.(-)  et  alors  nous  aurons 
la  même  dilTérence  entre  son  ordre  de  grandeur  et  celui  de  sa  dérivée 
que  dans  le  cas  précédent,  ou  bien  il  présentera  la  propriété  suivante  : 

Si  nous  posons 
CTa(-)  étant  la  partie  réelle  defa(^),  la  fonction  o)-^(z)  rntttra  plus 
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vite  que  la  partie  réelle  r^^(z)\  j'entends  par  là  que  l'on  aura 

I  Wc;(;  )|  >  [!J-(/')]'"^''  (')         (/j  étant  un  nombre  positif  ). 

Nous  avons  donc  le  théorème  général  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  F(3)  est  une  algébroïde  quelconque  et  a  une 
valeur  exceptionnelle  telle  que 

F(;)-a  =  c'V-'>, 

'X)a,{z)  étant  toujours  finie  à  distance  finie,  celte  dernière  fonction 
présente  {sauf  pour  une  valeur  au  plus  de  a)  une  des  propriétés 
suivantes  :  <xl  ou  bien,  9a(s)  croissant  comme  IJ-(r),  la  dérivée  f'a{^) 
croit  comme  c'^''"*;  j3!  ou  bien  sa  partie  imaginaire  croit  plus  vite 
que  sa  partie  réelle  dans  le  sens  plus  haut  indiqué. 

Nous  pouvons  même,  en  précisant,  exprimer  ces  propriétés  sous  la 
forme  suivante  :  ou  bien  <pâ(-)  croît  plus  vite  que  9a(^))  ou  bien  la 
partie  imaginaire  ««(j)  de  Ç'a(^)  croît  plus  vite  que  e^i^''^'^  ',  t  étant  un 
nombre  positif  arbitrairement  petit.  Si,  en  effet,  la  seconde  propriété 
existe,  l'ordre  de  grandeur  de  (pa(^)  ne  sera  pas  inférieur  à  e'*''"',  ainsi 
que  celui  de  la  dérivée  9a(-)  (^)  et,  alors,  nous  n'avons  plus  les  condi- 
tions de  l'impossibilité  de  l'identité  à  laquelle  nous  conduit  l'élimi- 
nation (^voir  le  n"  4)  de  F(;)  entre  les  équations 

F(:r)-a  =  (^^.w         et         F(  =  )  -  a,  =  A>'". 

Remarquons  encore  que,  lorsque  F(x')  est  de  la  classe  exponen- 
tielle, il  n'y  a  que  le  premier  cas  du  théorème  II  qui  se  présente;  dans 
ce  cas,  nous  faisons  l'hypothèse  restrictive  que  la  différence  F(3)  —  a 
n'ait  aucun  zéro  et  aucun  infini.  Nous  sommes  affranchis  de  cette 
restriction  dans  le  cas  où  F(s)  n'est  pas  de  la  classe  exponentielle;  la 
conclusion  subsiste  évidemment  pour  toute  valeur  exceptionnelle  a. 


(')  Satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  de  module  croissant  indéfini- 
ment remplissant  des  intervalles  d'étendue  assez  grande. 

(')   Nous  ne  pourrions  rien  conclure  pour  la  croissance  de  la  dérivée  9^(0). 
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mais  on  a  moins  de  précision,  puisque  le  second  cas  du  ihéorènie  II 
peut  se  présenter  aussi  bien  que  le  premier. 

L'énoncé  du  théorème  II  s'applique  au  cas  général  exprimé  par 
Tégralité 

ou  bien 

F(z)-a(z)  =  /(z)e^^'\ 

a(z)  elf^(z)  désignant  des  algébroïdes  d'ordre  de  grandeur  inférieur 
à  ei'*'"'  et  <pa(2)  et  <f{z)  des  fonctions  toujours  finies  à  distance  finie.  La 
chose  se  manifeste  d'elle-même. 

8.  On  comprend  bien  l'importance  de  ces  résultats  en  remarquant 
que  ce  sont  là  des  propriétés  de  croissance  auxquelles  nous  ne  sommes 
pas  hal)itués;  l'ordre  de  grandeur  d'une  fonction  algébroïde  n'est 
jamais  inférieur  à  celui  de  sa  dérivée  et  la  partie  réelle  (sa  valeur 
maximum)  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  le  module  pour  une 
algébroïde  uniforme  entière,  d'après  les  résultats  plus  haut  cités  de 
M.  Borel.  Nous  pouvons  prouver  ici  qu'il  en  est  de  même  pour  toute 
algébroïde  multiforme  (');  considérons  l'algébroïde  u  =  M(-)  définie 
par  l'équation 

u"  +  A  ,{z  )u"-  '  + . . .  -h  A„_,(z)u  +  An(z)  =  o 

et  supposons  qu'elle  soit  d'ordre  de  grandeur  r^"^;  rSi(j;  6)  désignant 
la  partie  réelle  de  la  branche  u^  et  W,(/-,  0)j  la  partie  imaginaire. 
Nous  remarquons  tout  d'abord  que  les  parties  réelles  des  roeffi- 
cients  Ai(z)  sont  des  fonctions  algébriques  entières  des  ct,(7-,  0)  et 
W,(r,  0);  si  donc  on  avait  pour  toutes  lés  branches  les  inégalités 

l^,,|<M(/•)'-^  |W,|<M(/-)'^  M(/-)  =  ^'^"-', 

il  en  sérail  de  même  de  la  parlie  réelle  de  Ions  les  coefficients,  i)ouivu 
que  l'on  remplace  />  [)ar  un  uinubre  {>,</>  et  (pielcon(pie.  On  aurait 
donc 

partie  réelle  de   A,(;)<  |  M(/- )|'-''.  (/=i,  2,  3,  ...,  n), 


(')  Aj)|)arlenuiU  à  une  classe  très  étendue,  d'ailleurs. 
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ce  qui  est  impossible  d'après  les  résultats  de  M.  Borel  sur  les  fonctions 
entières  (algébroïdes  uniformes),  puisque  les  coefficients  A,(:;)  ne  sont 
pas  tous  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  M(r)  =  e^^''K  On  ne  compte 
pas  ici,  bien  entendu,  quelques  intervalles  d'exclusion  négligeables. 
Nous  en  concluons  qu'il  y  aura  une  des  inégalités 

,  max.t^,  >[M(r)]'-^  ,. 

(Il)  (i  =  i,i,...,n) 

'  (  max.W,>[M(r)]'^^         v  '    '  ) 

qui  sera  satisfaite,  sauf  les  intervalles  d'exclusion  négligeables. 

Ce  résultat  n'est  pas  visiblement  complet,  parce  qu'il  y  a  l'ambi- 
guïté suivante  :  c'est  la  partie  réelle  ou  bien  la  partie  imaginaire  d'une 
brandie  au  moins  qui  satisfera  à  une  inégalité  de  la  forme  (i  i)?  Pour 
le  moment,  nous  ne  possédons  pas  le  résultat  complet  que  nous  avons 
en  vue.  Il  en  est  autrement,  si  nous  faisons  une  légère  restriction,  en 
supposant  que  l'ordre  de  grandeur  du  coefficient  A,(r)  ne  soit  pas 
inférieur  à  e'^''''\  dans  ce  cas,  notre  but  sera  atteint.  Si,  en  effet,  on 
avait  pour  toutes  les  branches 

i  C7,l  <  [M(/-)]'-^         [M(r)  =  e^'-% 

sauf  des  intervalles  d'exclusion  négligeables,  on  aurait  aussi 

max.P(r,  0)<[M(r)]'".  {p.<p\ 

puisque  l'on  a 

P(r,  0)  =  ci,(r,  ô)  +  ra,(/-,  0)  -<-...+  t;7„(/-,  0). 

Or,  cette  dernière  inégalité  est  absurde,  parce  que,  conformément 
au  résultat  plus  haut  cité  de  M.  Borel,  nous  avons  l'inégalité 

max.P(7-,  Ô)>fM(/-)l'-% 

quclfpie  petil  que  soit  £,  à  partir  d'une  valeur  de  /•,  sauf  des  intervalles 
d'exclusion  négligeables.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  conclusion 
que  l'inégalité 

max.r7T,>|M(/-)]'^^ 

(')   l'(/'l)  (lésigiiiiiit  la  partie  réelle  ilu  cooflicienl  A,(-). 
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sera  satisfaite  pour  une,  au  moins,  des  branches,  t  étant  arbitrai- 
rement petit.  Nous  avons  donc  obtenu  le  résultat  voulu.  Si  nous 
faisons  la  substitution  u  =  iy,  nous  démontrons  que  la  partie  imagi- 
naire d'une  branche  au  moins  jouit  aussi  de  la  même  propriété.  Il 
n'est  pas  douteux  qu'une  nouvelle  tâche  pourra  lever  la  petite  restric- 
tion que  nous  venons  de  faire. 


L'extension  d'un  théorème  de  M.  Hadamard. 

9.  Dans  le  cours  des  considérations  précédentes,  nous  avons  fait  de 
nombreuses  applications  du  théorème  bien  connu  de  M.  Hadamard 
sur  la  relation  qui  existe  entre  l'ordre  de  grandeur  d'une  algébroïde 
entière  (dont  une  limite  supérieure  est  donnée)  et  la  densité  des  zéros, 
en  supposant  qu'il  soit  étendu  aux  algébroïdes  multiformes.  Je  me 
propose  d'exposer  dans  ce  Chapitre  la  preuve  de  cette  extension;  pour 
faire  la  démonstration  voulue,  il  faut  d'abord  remarquer  que,  si  la 
fonction  multiforme  u  =  M.{z)  est  définie  par  l'équation 

(12)      A,(=)u"-hA,(z)u"-'+...-+-A„_,(:)u-hA„(z)  =  o, 

les  zéros  de  M(r)  coïncident  avec  ceux  de  A„(c),  qui  est  une  fonction 
(uniforme)  entière,  et  les  infinis  de  M{z)  coïncident  avec  les  zéros 
de  Ao(:;);  mais  cela  ne  suffit  pas  pour  faire  une  comparaison  de 
l'ordre  de  grandeur  du  produit  canonique  des  zéros  et  infinis  de  M(z) 
avec  celui  du  produit  canonique  des  zéros  de  A„(^)  et  A„(z)-^  il  faudra 
encore  tenir  compte  de  la  différence  des  degrés  de  multiplicité.  Pour 
nous  en  rendre  compte,  nous  devons  nous  reporter  au  mode  de  for- 
mation du  produit  canonique  des  zéros  et  des  infinis  de  M(j);  consi- 
dérons, à  cet  ellèl,  un  zéro  z  =  />,  de  M(;)  et  supposons  que  son  degré 
de  multiplicité  par  rapport  à  M(;)  soit  égal  à 

t!'  7^'  *  '  7^  *^''""l  '''S  degrés  (le  Muilliplicilé  corrcspoiidanl  aux 
divers  systèmes  circulaiics,  dans  lcs(jucls  se  décompose  reiisendile  des 
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branches  de   m  =  M(^)  qui   s'annulent  en   zz=b,\   la   fonction   uni- 

forme    k" ,\    étant  égale   (au   signe   près)   au   produit   des   diverses 

branches  de  M(j),  l'ordre  de  nuiltiplicité  du  point  z  =  b^  par  rapport 
à  cette  fonction,  désigné  par  A,  satisfait  à  la  relation 


>. 


p,-h...-h  p^, 


si  l'on  suppose  que  les  nombres  q,,  q.,,  ...,  q,,  désignent  exactement 
les  nombres  de  branches  qui  constituent  les  divers  systèmes  circu- 
laires correspondants,  ce  qui  est  bien  légitime.  D'autre  part,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°  2  de  ce  travail,  le  produit 

_i_ 
canonique  des  zéros  de  M(:)  est  égal  à  [G(^)|"',  G(c)  désignant  le 
produit  canonique  mlicr  formé  avec  les   mêmes  zéros  b,  ayant  un 
degré  de  multiplicité  égal  (pour  le  zéro  z  =  i,)  à 

p,U.,-h  />oU.2+...+  />a[^/c, 

les  [A,  donnés  par  les  égalités  suivantes  : 

n\  /<]  n\ 

Les  entiers  a,  étant  supérieurs  à  l'unité,  on  a  l'inégalité 
Pi  Mm  +  p,  [i-a  + . . .  +  Pk  l^k>  p,-h  p-2-^---  +  Pk, 

laquelle  montre  que  la  densité  des  zéros  de  G(c)  n'est  pas  inférieure  à 

\   (z) 
celle  des  zéros  de     "  "  •  De  même,  les  entiers  p.,,  [x^,  ...,  [J-k  étant 

inférieurs  à  ni,  nous  aurons  l'inégalité 

(12)         p,  [x,  +  />.  1^0  -f-. . .  +  Pa  [^A<  «  !  (/^,  +  />,  4- . . .  -f-  Pk) 

qui  montre  que  la  densité  des  zéros  de  la  fonction  entière  G(z)  n'est 

pas  supérieure  à  celle  des  zéros  de  la  fonclion        "  _         dont  l'ordre 

de  grandeur  n'est  pas  supérieur  à  e'^''"'  [qui  est  l'ordre  de  grandeur  de 
l'algébroïde  M.(z)  donnée  par  l'équation  (i2)J,  puisqu'il  en  est  ainsi 
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de  la  fonction  ^  /!■  Or,  il  est  bien  connu  que  M.  Borel  a  montré 

c|ue,  si  l'on  prend  les  produits  canoniques  de  genre  fini  ou  injjni  d''une 
façon  convenable,  on  a  l'avantage  que  la  densité  des  zéros  atteint 
précisément  la  limite  supérieure  donnée  par  M.  Hadamard  comme 
conséquence  de  l'ordre  de  grandeur. 

C'est  là  une  propriété  très  importante  des  produits  canoniques  de 
facteurs  primaires  qui  ne  contiennent  pas  de  facteurs  exponentiels 
superflus;  ce  sont  ces  proiiuits  canoniques  que  j'envisage  ici.  Il  en 
résulte  que  la  densité  des  zéros  de  G(:;)  n'est  pas  supérieure  à  celle 
que  fournit,  pour  un  ordre  de  grandeur  égal  à  e^^''\  le  théorème 
classique  de  M.  Hadamard  précisé,  de  la  façon  précitée,  par  M.  Borel 
[voir  E.  Borel,  Mémoire  s uj'  les  zéros  des  fondions  entières  (Acia 
malhematica,  t.  XX,  p.  879,  38o  et  38 1)]  (').  Les  raisonnements  ci- 
dessus  exposés  nous  conduisent  à  la  conclusion  que  l'algébroïde  uni- 
forme G  (s)  ne  saurait  croître  plus  vite  que  e^'');  il  en  sera  donc  de 
\_ 

même  de  la  fonction  [G(:r)]'",  c'est-à-dire  du  produit  canonique  des 
zéros  de  l'algébroïde  M(s).  Le  produit  canonique  des  infinis  de  la 
même  algébroïde  jouit  de  la  même  propriété  et  nous  sommes  ainsi 
arrivés  à  établir  le  tiiéorème  suivant  : 

Théorème  IIL  —  Le  produil  canonique  des  zéros  et  des  infinis 
d'une  algébroïde  multiforme  (ou  uniforme  1  /t'a  jamais  son  ordre 
de  grandeur  supérieur  à  celui  de  la  fonction. 

Nous  avons  ainsi  acquis  l'extension  aux  algébroïdes  multiformes 
du  théorème  précité  de  MM.  Hadamard  et  Borel;  il  en  résulte  que  la 
décomposition  de  ces  fonctions  indiquée  dans  ce  travail  jouit  aussi 
bien  que  celle  des  algébroïdes  uniformes  de  la  propriété  avantageuse 
qai  consiste  en  ce  que  les  deux  facteurs  de  la  décomposition  ne 
croissent  pas  plus  vite  que  la  fonction  elle-même. 


(  ')  Ce  n'est  pas  surtoul  la  dcMisilé  des  zéros  qui  nous  occupe  ici,  parce  qu'elle 
est  étudiée  et  déterminée  en  détail  dans  ma  thèse  {Sur  les  zéros  d'une  classe  de 
fondions  transcendantes,  Paris,  Gauthier-Villars)  et  d'autres  travaux.  Il  s'agit 
ici  de  l'ordre  de  grandeur  du  jjroduit  canonique  multil'orme,  que  nous  présentons 
dans  ce  travail. 

Jourii.  de  Malli.  (G"  si-iii- ;,  Idimc  III.  —  Kusc.  III,  11,07.  '^1 
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Dans  ces  recherches,  pour  fixer  les  idées,  je  me  suis  attaché  à  la 
définition  de  l'ordre  de  grandeur  usuelle  de  MM.  Hadamard  et  Borel, 
en  mettant  de  côté  les  précisions  de  cette  notion  données  par  MM.  Bou- 
troux  et  Lindelof  pour  le  cas  d'ordre  fini  et  par  M.  Maillet  pour  le  cas 
d'ordre  infini.  La  généralisation  de  ces  résultats  serait,  je  pense,  très 
aisée  [voir  mon  travail  Su7'  le  cas  d' exception  de  M.  Picard  et  les 
fonctions  multiformes  (^Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France, 
fasc.  III,  iQoS)]. 

Je  termine  ce  Chapitre  par  la  remarque  que  les  développements  et 
les  progrès  de  la  théorie  des  algébroides  multiformes,  accomplis  d'une 
façon  conforme  à  la  théorie  des  fonctions  dites  entières  ou  niéro- 
morphes,  demandent  une  dénomination  plus  précise  de  ces  dernières 
fonctions  que  je  me  propose- d'appeler  algébroïdes  uniformes  en- 
tières ou  non.  L'ancienne  dénomination  est,  évidemment,  insuf- 
fisante. 

Classe  II. 

10.  Nous  allons  maintenant  faire  connaître  la  génération  d'autres 
fonctions  jouissant  d'autres  propriétés  de  croissance  d'un  caractère 
encore  plus  éloigné  de  celui  qui  caractérise  les  fonctions  élémentaires. 

Posons 

c'est-à-dire 

(i3)  F(,.)-a=/(.)e«^'" 

et  remarquons  que  la  fonction  ((:)  peut  avoir  des  infinis,  qui  seraient 
des  zéros  de  9(-),  mais  cela  ne  nous  empêche  pas  de  considérer  Tordre 
de  grandeur  de  'Ç,{z)  pour  r  croissant  indéfiniment;  il  n'y  a  qu'à  faire 
une  exclusion  du  voisinage  immédiat  de  ces  points  analogue  à  celle  qui 
a  été  employée  par  MM.  Bore!  et  Boutroux,  dans  des  circonstances 
analogues  ('),  pour  nous  borner  à  la  croissance  relative  à  la  singularité 
essentielle  de  laquelle  on  s'approche.  La  dérivation  de  l'équation  (i3) 

{')  E.  BoREi-,  Leçons  sur  les  /onctions  entières  et  nu'-romorphes  (Gautliier- 
Villars).  —  Boutroux,  Sur  quelques  propriétés  des  fondions  entières  (Thèse 
de  doctorat,  igoS). 
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nous  donne 

(i  4)  /OU  l)ien 

ce  qui  nous  montre  que  la  dérivée  'C(:-)  n'est  pas,  en  général,  algé- 
broïde,  puisque,  parmi  les  fonctions  figurant  dans  le  second  membre 
de  (1/4),  il  y  en  a  une,  e'^'-\  qui  ne  saurait  être  algébroïde  que  dans  le 
cas  d'exception  unique  relatif  à  la  classe  précédente  (classe  1);  l'ordre 
de  grandeur  de  'Ç'(z)a  cependant  un  sens  bien  déterminé,  parce  qu'elle 
est  une  fonction  rationnelle  de  fonctions  d'ordre  de  grandeur  bien 
déterminé;  les  fonctions  F'(z),  e-''", /(::)  et /'(=)  sont,  en  effet, 
algébroïdes  et  l'autre  cp(5)  =  e^'"^'  (  '  )  a  un  ordre  de  grandeur  déterminé 
égal  à  [x(/-)  si  l'algébroïde  primitive  est  de  la  classe  exponentielle, 
hypothèse  que  nous  ferons  pour  ce  qui  va  suivre. 

Des  raisonnements  identiques  à  ceux  qui  nous  ont  servi  à  la  classe  I 
montrent  que  la  fonction 

/■(=■) +/(z)o(z)'C'(z) 

ne  saurait  croître  moins  vite  que  e^""'  pour  plus  d'une  valeur  de  a;  il 
en  résuFle  qu'il  en  sera  de  même  de  "('(-),  parce  que  toutes  les  autres 
fonctions  /(s),  /'(*)  et  (^(z)  croissent,  par  hypothèse,  moins  vile 
que  (!^'''K  Remarquons  seulement  que/(^)  doit  être  supposée  égale  à 
une  constante  si  l'on  veut  que  l'ordre  de  grandeur  de  o(r)  soit  égal 
à  [/.(/•);  posons  donc  /{z)  =  y  (y  étant  une  constante)  et  distinguons 
les  deux  cas  suivants  : 

a!   La  fonction  'C(z)  peut  avoir  son  ordre  de  grandeur  égal  à  logp.(/-) 


(')  Le  module  minimum  de  9(1)  correspond  au  module  minimum  de  F(;)  —  y, 
qui  est  une  fonction  algébroïde;  c'est  pour  cela  que  <?(-)  obéit  aussi  au  théorème 
classique  du  module  minimum  de  M.  lladamard.  Nous  voyons,  d'ailleurs,  que  la 
|)arlie  réelle  de  <f{z)  est  plus  {;iande  que  [|ji(/')J'  '^,  lorsque  l'on  a 

'^"^~"  °'    >ei!^i'-)i'~''. 
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avec  le  sens  indique  par  les  inégalités  suivantes  : 


(i5) 


(i-i3)logp.(7-)<max.|(:(:;)|<(i  +  [3)log-[^(r) 
(p  étant  arbitrairement  petit) 


que  l'on  déduit  des  inégalités  ('7')  (voirie  n°  6)  en  prenant  les  loga- 
rithmes des  deux  membres;  le  maximum  des  valeurs  positives  de  la 
partie  réelle  deÇ(7')  satisfera,  évidemment,  aux  inégalités  (it),  mais 
nous  ne  pouvons  rien  savoir,  a  priori,  pour  le  maximum  du  module 
(valeur  absolue)  de  la  partie  réelle,  ni  pour  la  croissance  du  module 
de  la  partie  imaginaire  de  C(-)-  Si  donc  nous  supposons  que  'C(r) 
croisse  comme  log[jL(7')  et  que  nous  excluions  le  cas  d'exception 
unique  où  C'(-)  est  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  c^^''\  nous  obtenons 
des  fondions  'C(z)  d'ordre  de  grandeur  m(r)  ^log(jL(r)  dont  la 
dérivée  croit  comme  e°  .  Il  y  a  là  une  diflérence  d'ordre  de  grandeur 
entre  une  fonction  et  sa  dérivée  qui  est  plus  grande  que  dans  la 
classe  I. 

p!  La  fonction  'C{z)  peut  avoir  un  ordre  de  grandeur  supérieur 
à  log|j.(/-);  si  cet  ordre  de  grandeur  est  inférieur  à  e'^''"'  (plus  précisé- 
ment à  e^'^''"'^  ' ,  p  étant  un  certain  nombre),  il  y  aura  encore  une 
différence  d'ordre  de  grandeur,  entre  les  fonctions  *C(«)  et  '('(«)»  qui 
peut  être  plus  faible  que  dans  le  cas  précédent,  mais  toujours  remar- 
quable. Si  l'ordre  de  grandeur  du  module  de  'C(z)  est  égal  ou  supérieur 
à  e^^''\  nous  aurons  alors  une  différence  d'ordr-e  de  grandeur  qui 
peut,  a  priori,  être  arbitrairement  grande  entre  le  maximum  des 
valeurs  positives  de  la  partie  réelle  de  ((s)  et  celui  du  module  de 
la  partie  imaginaire,  ou  bien  entre  le  maximum  des  valeurs  posi- 
tives de  la  partie  réelle  de  'C{z)  et  la  même  quantité  pour  la  partie 
réelle  de  —  'Q{z\  D'une  façon  plus  précise,  dans  cette  hypotlièse, 
si  je  pose  "Q^z)  =  "(,  -1-  i'Q„,  J^,  désignant  la  partie  réelle  de  'C{z),  ou 
bien  le  maximum  du  \'C.2\  ou  bien  le  maximum  {algébrique)  de  —  i^, 
aura  un  ordre  de  grandeur  qui  n'est  pas  inférieur  à  e'"''', 

m(r)  =  log(j.(/-) 

d('signant  r ordre  de  grandeur  du  maximum  al géhrique  de  "C,. 
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Nous  pouvons  même  remarquer  que,  a  priori,  le  maximum  de  ]  "Ço  | 
et  le  maximum  algébrique  de  —  '(,  peuvent  avoir  un  ordre  de  gran- 
deur indéfiniment  élevé.  Tous  ces  résultats  supposent  l'exclusion  du 
cas  d'exception  unique  que  comporte  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  La  dérivée  C'(^)  ne  saiirail  cioitre  moins  vite 
que  e^^''\  dans  le  sens  plusieurs  fois  indiqué,  pour  plus  d' une 
valeur  de  a. 

De  ce  théorème  résultent  comme  conséquences  les  résultats  ci-dessus 
développés  sur  la  croissance  des  diverses  parlies  de  "((s). 

11.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  les  remarques  suivantes  :  En 
disant  que  *C'(-)  croît  comme  e"  "  '  dans  le  cas  a!,  nous  entendons  que 
"('(:;)  satisfait  aux  inégalités  suivantes  : 

e'  >max.|C(::)|<t''' 

fj  étant  arbitrairement  petit.  En  sacrifiant  une  certaine  précision,  on 
pourrait  remplacer  ces  inégalités  par  les  suivantes  : 

c'<''""^'^"'<max|-C(-)|<c"^"""'^"', 

pour  avoir  une  analogie  plus  parfaite  avec  les  propriétés  des  fonctions 
de  la  classe  I. 

H  y  a  lieu  de  [xmisuivre  cette  recherdie  de  transcendantes  non 
algébroïdes  |iiésriiiaiU  des  jiropnétés  de  |ilu>  m  plus  ('-loiguées  de 
celles  auxquelles  nous  sommes  habitués  par  les  transceiulautes  élémen- 
taires, mais  l'avaucemenl  à  des  classes  supérieures  demanderait  des 
développements  counjli([ués  que  je  laisse  pour  un  autre  travail. 


Autres  transcendantes  de  la  classe  II. 

12.  Les  fonctions  C(-),  qne  nous  avons  envisagées  plus  haut,  ont 
l'inconvénient  de  n'être  pas  Unies  à  distance  (iiiie;  or,  nous  pouvons 
les  remplacer  par  d'autres  déjmurvues  th'  ce  défaut  et  ayant  des  pro- 
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priétés  analogues  de  croissance.  A  cet  effet,  remarquons  que  les  zéros 
de  9(::),  qui  coïncident  avec  les  infinis  de  C(z),  ne  peuvent  être  que  des 
points  algébriques  de  9 (s),  puisque  cette  fonction,  étant  le  logarithme 
d'une  algébroïde  n'admettant  aucun  zéro  et  aucun  infini,  n'a  pas  des 
singularités  transcendantes;  nous  pouvons  donc,  d'après  le  résultat 
du  n"  2,  former  une  algébroïde  a(j)  admettant  comme  zéros  ces  points 
avec  les  mêmes  degrés  de  multiplicité  que  'p(^)  et  mettre  9(r)  sous  la 
forme 

Or,  les  zéros  de  'St(:-)  satisfont  à  l'équation  F(z}  —  a  =  r,  puisque 
nous  maintenons  ihypollièse  que  F(^)  soit  de  la  classe  exponen- 
tielle ('),  hypothèse  qui  entraîne  les  relations 

/(.)  =  !,  F(.)-a  =  c'^'='. 

Si  donc  l'algébroïde  primitive  F(z)  est  choisie  de  façon  que  la  densité 
des  zéros  de  l'équation 

F(z)  =:  a  +  I 

soit  convenablement  exceptionnelle,  nous  pouvons  toujours  nous 
arranger  de  sorte  que  l'algébroïde  a(::)  ne  croisse  pas  plus  vite 
que  y.('');  il  en  sera  alors  de  même  de  e'"'',  ce  que  nous  poursuivons. 
Mais  laissons  ces  généralités  et  rappelons-nous  que  l'algébroïde  F(z) 
doit  appartenir  à  la  classe  exponentielle,  si  l'on  veut  que  la  fonction  f(z) 
croisse  comme  fJ^('")  d'une  façon  certaine;  cette  propriété  de  F(;), 
d'appartenir  à  la  classe  exponentielle,  sera  réalisée,  si  F(z)  admet 
/i  valeurs  exceptionnelles  a,,  telles  que  les  fonctions 

F(--)-a,     F(-)^a,,     F(.-)-a,,      ...,     F(r)_a„_, 

n'admettent  aucun  zéro;  la  rés<i!ulion,  en  effet,  des  équations  corres- 
pondantes par  rapport  aux  coefficients  B,(c)  (t)oir\cs  formules  du  n"  (>) 


F(;)— a 
(  '  )   Kl  nous  voulons  qu'il  en  soit  de  même  de  raljrélji'oïde -. — : 
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montre  qu'ils  auraient  la  forme  qui  caractérise  la  classe  exponen- 
tielle. 

Ici  notre  but  exige  que  la  valeur  exceptionnelle  a,  soit  égale  à  a  +  i . 
Cela  posé,  la  fonction  ^{z)  n'admettra  aucun  zéro  et  l'on  aura  a(j)^  r  ; 
dès  lors,  a-(3)  sera  toujours  finie  à  distance  finie  et,  si  nous  posons 

G{z)  =  a,{z)+i^,{z), 

sa  partie  réelle  o-,(:)  croîtra  comme  m{r)  ^\os,\J.(r)  avec  le  sens 
indiqué  dans  le  Chapitre  précédent.  Ainsi,  en  spécifiant  davantage 
l'algébroïde  primitive  F(  j)  en  ce  qui  concerne  ses  valeurs  exce[)lion- 
nelles,  nous  obtenons  le  résultat  désiré  :  la  fonction  Ç(^z)  du  Cha- 
pitre précédent  devient  une  fonction  <y{z^  toujours  finie  à  distance 
finie.  La  fonction  'y(z)  jouit  absolument  des  mêmes  propriétés  de 
croissance  que  C(-),  ayant,  en  outre,  l'avantage  d'être  toujours  finie  à 
distance  finie;  les  raisonnements  seront  identiques  à  ceux  du  n°  10. 

13.  Tous  ces  résultats  peuvent,  dans  une  certaine  mesure,  être 
étendus  à  des  fonctions  F(s)  —  e'^'"',  li{z)  étant  une  fonction  entière; 
si,  en  effet,  F(3)  est  de  la  classe  exceptionnelle,  il  en  est  de  même 
de  F(::)  -  e*'^». 

On  peut  même  les  étendre  aux  fonctions  F(r)  —  E(:r),  E(:)  dési- 
gnant une  algébroïde  de  la  classe  exponentielle  d'ordre  de  grandeur 
inférieur  à  e^'-'"'.  La  différence  F(s)  —  E(^)  sera,  en  effet,  elle-même 
de  la  classe  exponentielle;  supposons,  en  effet,  que  m  ^  F(-)  satisfasse 
à  l'équation 

(iG)  W{z,u)  =  o 

et  que  F(;)  satisfasse  à  l'écpiation 

(17)  i:(5,E)  =  o, 

et   faisons   dans  la   première  la    substitution    //  =  !*]  4- F,,    ou    bien 

«  =  E  -+-  //,,  (pii  nous  conduira  à  l'écpialion 

(18)  ^r,<^-.,   E,«.)=:0, 
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dont  les  coefficients  seront  de  la  forme  qui  caractérise  la  classe  expo- 
nentielle. 

L'équation  (i^)  ne  définissant  pas  ?/,  comme  fonction  de  r  seule- 
ment, nous  éliminons  la  variable  E  entre  les  équations  (17)  et  (18)  et 
nous  sommes  conduits  à  une  équation 

dont  les  coefficients  sont,  eux  aussi,  de  la  forme  caractérisant  la  classe 
exponentielle.  La  différence  u,  =  u  —  E(-)  sera  donc  aussi  de  la  classe 
exponentielle;  on  se  rend  aisément  compte  de  tout  cela  en  se  repor- 
tant au  mode  de  Télimination.  On  arrive,  d'ailleurs,  au  même  résultat 
par  l'application  de  la  propriété  des  arguments,  utilisée  dans  l'étude 
des  propriétés  des  fonctions  de  la  classe  I  directement  sur  la  rela- 
tion M  =  E  +  f<,;il  n'y  a  qu'à  remarquer  que  l'argument  de  u,  ne 
saurait  avoir  un  ordre  de  grandeur  supérieur  à  celui  des  arguments 
des  fonctions  u  =  F(r)  et  E(5  j  cjui  satisfont  aux  inégalités 

arg.F(;)<la(r)J'-P,  arg.E(,.)<  [a(o]-P, 

p  étant  arbitrairement  petit,  parce  que  les  fonctions  F(r)  et  E(::)  sont, 
toutes  les  deux,  de  la  classe  exponentielle  et  d'ordre  non  supé- 
rieur à  eW'^';  nous  entendons  par  là  qu'il  n'y  a  pas  de  nombre/?,  tel 
que  l'on  ait 

max.  I  F(  3)  I  >  r^^<'n"\         max.  |  E(:)  |  >  r'ii^i''']'"''. 

Cela  posé,  s'il  y  a  deux  algébroïdes  E,  et  Ej^g)  de  la  classe  exponen- 
tielle et  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  ei^'"  telles  que,  en  posant 

F(r)-E.(.-)  =  «^.'%         F^--)-E,(r)  =  «^='^ 
?,(;)  =  r'^<%  cp,(r)  =  e".<^ 

les  <p',(-)  ^^  ?■■(-)  ^^  ^'''"  les(T',(;)  et  <y'.,{:-)  croissent  moins  vite 
que  e"*''',  une  élimination  nous  conduirait  à  l'identité 
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qui   remplit   toules  les  conditions  nécessaires  (')  pour  assurer  son 
impossibilité. 

//  Il  existe  donc  pas  plus  d'une  fonction  algébroïdc  ^(^z)  de  la 
nature  ci-dessus  indiquée,  telle  que  les  fonctions  o'(:-)  et  a'Çz)  [om 
bien  'C'(s)]  correspondantes  croissent  moins  vite  que  e'^'"^.  Nous 
avons  donc  encore  un  cas  d^exception  unique. 

De  ce  théorème  découlent,  par  des  raisonnements  identiques  à 
ceux  des  numéros  précédents,  les  propriétés  de  croissance  dont  jouis- 
sent la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  des  fonctions  g-(;)  et  ^(-), 
lorsque  Ton  ne  se  trouve  pas  dans  le  cas  d'exception  unique. 


Uniformité  des  résultats  précédents.  —  Un  théorème  général 
et  simple. 

14.  Tous  les  théorèmes  de  ce  travail  et  du  Mémoire  précédent 
mettent  en  lumière  l'origine  profonde  du  cas  d'exception  unique  de 
M.  Picard,  à  laquelle  nous  devons  nous  reporter  quand  nous  voulons 
en  faire  l'extension  aux  algébroïdes  multiformes.  Ce  cas  d'exception 
unique,  qui  est,  au  fond,  une  propriété  de  croissance  des  fonctions 
(p(z),  s(-)  ctcr(:;),  étudiées  dans  ce  travail,  se  réduit,  ipiaud  on  se 
borne  aux  algébroïdes  uniformes,  à  un  abaissement  de  la  densité  des 
zéros  et  des  infinis.  Dans  des  travaux  antérieurs  \^voir,  par  exemple, 
notre  Thèse  (-)  plus  haut  citée],  en  étudiant  les  algébroïdes  multi- 
formes, nous  ne  nous  sommes  attaché  qu'à  cette  densité  des  zéros  et  des 
infinis,  et  cela  n'a  pu  nous  fournir-  un  cas  d'exception  nui(pie;  nous  eu 
avons  eu  plusieurs,  en  général,  et  leur  nombre  maximum  dc'pi'nd  du 
nombre  des  branches  de  l'algébroïde. 

(')  Elle  remplit  toutes  les  coiuliiioiis  nécessaires,  puisque  sa  (iéi-ivalion  la 
rauiène  à  une  autre  de  la  niènie  forme  avec  des  coeflicienls  algébroïdes  d'ordre 
de  grandeur  inférieur  à  e!^'". 

(')  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes  (Paris,  (ianiliiei- 
Villars,  igoS  et  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse). 

Journ.  de  AfcU/i.  (G"  série),  tome   III.  —   Kasc.  III,  njo;.  -'o 
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Remarquons  encoi'C  (jue  les  tliéorèmes,  élaltlis  dans  ce  travail  el  le 
précédent,  qui  comprennent  comme  cas  particulier  le  lliéorèmc  clas- 
sique de  M.  Picard  el  ses  généralisations  concernant  les  algébroïdes 
uniformes,  peuvent  être  énoncés  sous  une  forme  sommaire  et  simple 
comme  une  propriété  de  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  F(-) — a 
ou  bien  F(^)  —  E(^)'  ^(s)  désignant  une  algébroïde  d'ordre  de 
grandeur  inférieur  à  celui  de  fW'''  :  il  n'est  pas,  en  effet,  difficile  de 
voir  que  le  cas  d'exception  unique  que  comportent  les  tliéorèmes  en 
question  se  caractérise  toujours  par  la  croissance  de  la  dérivée  loga- 
rithmique de  F(z)  —  oi  ou  F(^)  —  H(-),  dont  l'ordre  de  grandeur 
est  inférieur  à  celui  de  F(-)  lorsque  l'on  se  trouve  dans  le  cas  d'excep- 
tion unique;  on  s'en  rend  aisément  compte  en  remarquant  que,  dans 
le  cas  d'exception,  nous  avons 

F(,.)  -  a  =  /(z)c^^  -  ou  bien  F(..)  -  E(-^)  =  F,(.-).'^'% 

les  fonctions/(r)  et  F,(r  )  étant  des  algébroïdes  d'ordre  de  grandeur 
inférieur  à  e'^'''  et  9(;)  et  A(:r)  toujours  finies  à  distance  finie.  Nous 
avons  encore,  grâce  à  notre  hypothèse, 

F'(z)  =  \f(z)-^/(z)o'{zy]e^^^\ 
F'(--)-E'(3)  =  [F;(r)  +  F.(.)A'(»].-^'=', 

les  coefficients  des  exponentielles  étant  aussi  des  algébroïdes  d  ordre 
de  grandeur  inférieur  à  e'^''''.  Il  en  résulte  que  les  dérivées  logarith- 
miques 

F'(z)  F'{z)-EUz) 


l<(c)-a  F(3)- !-:(  =  ) 

sont  aussi.d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  t'i'^-",  d'après  la  délinitiou  et 
les  propriétés  de  l'ordre  de  grandeur  des  algébroïdes  non  entières. 

Inversement,  nous  pouvons  démontrer  que,  si  la  dérivée  logarith- 
mique de  F(;)  —  a  jouit  de  cette  [)ropriété,  nous  nous  liouvons  bien 
dans  le  cas  d'exception  unique. 

Su[)posons,  en  ell'i'l,  qm'  Ton  ail 
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(.o(  z)  étant  une  algébroïde  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  e^'''^;  V'm- 
té^ration  nous  donnera 

log[F(r)  —  a]  =  c-h  fM(z.)ch 
ou 

F(z)  -  a  =  K('^"(=!''^  [K  =  c'], 

K  étant  une  constante.  Les  zéros  et  les  infinis  du  second  membre 
coïncident  avec  les  infinis  de  l'exposant  fw(z)dz-  et,  par  conséquent, 
avec  les  infinis  de  l'algébroïde  to(^),  dont  la  densité  est  exceptionnelle 
pour  un  ordre  de  grandeur  égal  à  e"^'''  (c'est-à-dire,  elle  est  inférieure 
à  celle  que  le  théorème  de  M.  Hadamard,  précisé  par  M.  Borel,  fait 
correspondre  à  un  ordre  de  grandeur  égal  à  e^'''^],  puisque  cette  fonc- 
tion est  supposée  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  ewn_ 

La  densité,  donc,  des  zéros  et  des  infinis  de  F(r)  —  a  est  bien  excep- 
tionnelle et  nons  aurons 

/(-)  étant  une  algébroïde  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  e'*'''* 
[/(:•)  n'est  qu'un  produit  canonique  (multiforme,  voir  le  n°  2)  de 
facteurs  primaires  analogue  à  celui  qui  est  formé  par  les  infinis  de  m(z), 
qui  sont  nécessairement  simples]  et  o{z)  toujours  finie  à  dislance  finie. 
Il  en  résulte 

Les  deux  dérivées  logarillimiques  du  second  mcnil)rc  avant,  [)ar  liypo- 
tlièse,  leur  ordre  de  grandeur  inférieur  à  e^'' ,  il  en  sera  de  même 
de  ?'(-") i  nous  obtenons  donc  ainsi  toutes  les  conditions  qui  caracté- 
risent le  cas  d'exception  nni(pic  et  entraînent  les  propriétés  de  crois- 
sance des  fonctions  z.(z),  'Ç{z)  et  cr(r)  signalées  dans  ce  travail.  Nous 
avons  donc  le  théorème  général  suivant  : 

Théorème  V.  —  /ut  dérivén  loiiaritliniiqui'  de  V {z")  —  x  ue  saii- 
rcui  croître  moins  vili'  r/iif  V(z)  pour  plus  d'uiir  rairur  df  a. 

Il  en  est  liim  de  méinr  dr  la  fondloii  1<"(  r  )  —  I-4  z). 
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Je  crois  utile  de  répéter  ici  que  j'emploie  Tordre  de  grandeur  de 
M.  Borel,  d'après  lecjuel  une  fonction  croissante  ni(r)  est  d'ordre  de 
grandeur  inférieur  à  e^'''\  lorsque  l'on  a  l'inégalité 

p  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Pour  fixer  les  idées,  je  n'utilise  pas  dans  ce  travail  les  précisions 
d'ordre  données  récemment  par  quelques  auteurs  (Lindelôf,  Bou- 
troux,  Maillet). 

On  obtient  le  sens  de  l'ordre  de  grandeur  d'une  algébroïde 
non  entière  à  l'aide  de  l'exclusion  du  voisinage  immédiat  de  ses 
infinis. 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  se  faire  aussi  directement  de 
la  façon  suivante  :  supposons  que,  pour  deux  valeurs  x,  et  a^,  l'on  ait 

F(.)-a.  =  F(.-)ry.(.-),  F'(..)  -  a,  =  F(.-)  ^,(  .-), 

les  algébroïdes  q,(^)  et  ç-^i^)  étant  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à 
celui  deF(r);  l'élimination  de  F'(r)  entre  ces  deux  relations  nous 
fournirait  l'identité  suivante  : 

ce  qui  entraîne  immédiatement 

a,  =  a,  et  q,(z)  =  qjz), 

grâce  aux  propriétés  générales  des  algébroïdes  établies  dans  notre 
Mémoire  précédent. 

Il  en  est  de  même  de  la  fonction  ¥{z)  —  E(:j),  E(^)  étant  une 
algébroïde  croissant  moins  vite  que  r'^''''  dans  le  sens  plusieurs  fois 
indiqué. 

Vit.  l{iMiiai(pu)ns  maiiilenant  ([ue  ce  dernier  mode  de  fiémonslra- 
tion  du  théorème  ci-dessus  énoncé  suggère  plusieurs  généralisations 
intéressantes  pour  la  théorie  des  équations  différentielles.  Considérons 
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une  équation  difTérenlielle 

(19)  I(j,7, /,  a)  =  o, 

la  fonction  !.{:■,  y,  y',  a)  étant  algébrique  en  y,  y'  et  a  et  transcen- 
dante algébroïde  par  rapport  à  z  d'ordre  de  grandeur  égal  à  e'^'''  (j'en- 
tends par  là  que  le  plus  grand  des  ordres  de  grandeur  des  divers  coef- 
ficients est  égal  à  e^""').  Envisageons  deux  valeurs  a,  et  a^  de  la 
variable  a,  qui  est  considérée  ici  comme  un  paramètre,  et  cberclions 
l'intégrale  commune  des  équations  différentielles 

L'élimination  de  j''  entre  ces  équations  nous  conduit  à  une  équation 

L(7, -,a,,a,)  =  o, 

algébrique  en  y,  a,  et  a.,,  qui  exprime  (pie  l'intégrale  commune  est 
une  fonction  algébroïde  d'ordre  de  grandeur  égal,  en  général,  à  e^""'] 
elle  peut  être  aussi  d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  f'^''' pour  des  valeurs 
de  oc,  et  a^  satisfaisant  à  des  équations  algébriques  en  a,  et  a^. 

Appelons  E,  l'équation  différentielle  de  la  famille  délinie  par  l'équa- 
tion (19)  correspondante  à  la  valeur  a,  de  a  et  remarquons  que  les 
considérations  précédentes  nous  conduisent  à  la  conclusion  suivante  : 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  E,  de  la  famille  consi- 
dérée (19),  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'autres  équations  de  la 
même  famille  admettant  une  intégrale  commune  avec  l'équation  I*], 
d'ordre  de  grandeur  inférieur  à  e^'''K 

Nous  citons  ce  résultat  comme  un  exein[)le  de  problèmes  basés  siu' 
les  mêmes  princi()es  que  celui  qui  se  rattache  au  théorème  de  M.  Pi- 
card, dont  toutes  les  généralisations  et  extensions  aux  algébroïdes 
multiformes  (ap<?c  un  cas  d'exception  unique)  ont  été  résumées  par 
le  théorème  du  numéro  piéci'denl.  il  est  vrai  (pie  ce  llu^u'ème  se 
ramène  à  l'écpialion 

F'{z)-(t  =  ¥{z)q^{z)       ou       y'-^=yqo.{z) 
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écrite  plus  haut,  qui  n'est  pas,  en  général,  algébrique  en  ac,  puisque  le 
facteur  Çr^Çz)  dépend  aussi  de  a  d'une  façon  dont  la  complication  est 
tout  à  fait  imprévue;  mais  il  arrive  ici  que  les  conditions  exigées  par 
le  cas  d'exception  se  décomposent  en  deux  équations,  dont  l'une  est 
algébrique  en  yi,  et  a^  ne  contenant  pas  la  variable  :;.  Le  théorème 
général  que  nous  venons  d'énoncer  dans  ce  numéro  comporte,  en 
général,  plusieurs  cas  d'exception,  mais  toujours  en  nombre  fini . 

Il  y  aurait  une  foule  de  problèmes  analogues  à  celui  que  nous  avons 
traité  dans  ce  numéro,  dont  l'étude  nous  entraînerait  très  loin;  c'est 
pour  cela  que  je  n'y  insiste  pas. 
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Sur  les  fractions   coutumes   aritinnéliques 
et  les  nombres   transcendants  ; 

Par  m.  Edmoxd  MAILLET. 


I.  —  Introduction. 
Soil  la  fraction  continue 

A  =  a,|  -I-  I  :«,  -f-  I  :fl^  -I-. . ., 

où  a,,,  a^^a„,  ...  sont  des  nombres  quelconques  >  o. 

Si  l'on  prend  pour  ces  nombres  des  entiers  positifs,  A  est  une  frac- 
tion continue  arithmétique  ordinaire:  i°  Liouville  a  indiqué  des  cas 
étendus  où  A  est  un  nombre  transcendant  :  ces  nombres  où,  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  /,  a^  croît  assez  vite  avec  y,  sont  les  nombres 
transcendants  de  Liouville;  2"  les  nombres  A  sont  encore  transcen- 
dants quand  ce  sont  des  fractions  continues  quasi-périodiques,  sous 
certaines  conditions. 

On  peutse  demander  si  certaines  propriétés  analogues  ne  pourraient 
subsister  lorsque  les  Uj  nesont  pas  des  entiers  positifs.  Soit</y=  t>jCj-\ 
où  bj,  Cj  sont  entiers  positifs, 

J  =  /^  ''o  '  +  I  :  /^i  «■-•.'  +  I  :  ^.,  c.,  '  4- 
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Dans  ce  qui  suit  ('),  j'établis  diverses  conditions  suffisantes  pour 
qu'une  pareille  fraction  continue  soit  un  nombre  transcendant  de  Liou- 
ville,  et  j'indique,  avec  précision,  des  cas  étendus  où  l'une  au  moins  de 
ces  conditions  est  satisfaite.  Ainsi,  les  c„  étant  donnés,  J  est  un  nombre 
de  Liouville  lorsque  la  croissance  des  />„  est  suffisamment  rapide  avec  n, 
ou  que  l'ordre  de  la  suite  des  b^  est  assez  grand  (théorèmes  I  à  V_). 

La  considération  des  fractions  continues  J  divergentes  peut  aussi 
conduire  à  des  nombres  transcendants  de  Liouville  (théorème  VI). 

Dans  des  cas  étendus,  les  fractions  continues  J  quasi-périodiques  sont 
des  nombres  transcendants;  même,  sous  certaines  conditions,  le  dé- 
veloppement en  fraction  continue  ordinaire  (c'est-à-dire  à  quotients 
incomplets  entiers  positifs)  de  ces  nombres  J  est  quasi-périodique 
(théorèmes  VU  et  VIII  et  coi'ollaires). 

Enfin,  je  m'occupe  un  peu  des  fractions  continues 

K=  -„  +  A,:-,  +  A,:^,  +  ..., 

où  les  gi,  Iii  sont  des  entiei's  positifs  pour  «  >  o  (^g^  rationnel),  et  qui 
se  ramènent  facilement  au  type  J.  Dans  des  cas  étendus,  que  je  précise, 
ce  sont  des  nombres  de  Liouville  (théorème  IX  et  X);  quand  K  est 
quasi-périodique,  les  périodes  ayant  un  nombre  impair  de  termes,  la 
fraction  J  correspondante  est  aussi  quasi-périodique  dans  des  cas 
étendus. 

II.  —  Préliminaires. 

Soient  <7„  ]>  G,  b„,  c„  quelconques  >  o,  entiers  ou  non.  Je  rappelle 
d'abord  quelcjues  propriétés  connues  des  fractions  continues  .1  et  de 
leurs  pseudo-réduiles  (  ■  ) 

Jft  =  «0  +  '  :  «1  +  '  •  "^'i  +  •  •  •  +  i  •  «^n- 

(')  Je  désignerai  dans  ce  Mémoire  par  1.  T.  mon  IntrodiicUon  à  la  théorie 
des  nombres  transcendants,  etc.  (Paris,  Gautliier-Villars,  1906),  à  laquelle  je 
ferai  de  fréqu,enls  renvois.  Voir  un  résumé  de  mon  Travail  dans  les  C.  R.. 
l.  CXLIV,  i*^'  sem.  1907,  p.  1020,  i3  mai. 

(■)  Je  réserve  le  mol  réduite  pour  le  développemeiil  en  frucLion  coulinue  01- 
diiiaire  à  quotients  incomplets  entiers  positifs  de  J.  J'adople  l'expression  de 
pseudo-réduite  pour  bien  montrer  que,  en  général,  malgré  l'apparence,  les  frac- 
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Elles  s'établissent  comme  les  propriétés  analogues  pour  le  cas  où 
les  a„  sont  entiers  (/.  T.,  p.  i  à  5),  en  supposant,  bien  entendu,  la 
fraction  continue  convergente  ('),  ce  qui  a  toujours  lieu  cjuancl  les  «„ 
sont  ^i  dès  cpie  n  est  assez  grand.  Posant 

j       p„„  =  p>„^,  +  p„^,,      q;,„  =  q;//„^,  +  q;_,, 

(0     jPi  =  «o)  Qô=i»  P;  =  a„«,  +  i,  Q',  =  «,,        etc., 

(  x,,^ ,  =  a,,^ ,  +  I  :  «„H.2  -1- . . . , 

on  a 

(2)  J„=p;o'„',        p;^^,q;_p;o'„^,  =  (-,)", 

(j;  _  J„-,-J  _       /       q;,-a^ 
^«+'  Q'„  _,  —  J  -  j„  -  ^"•*-<  \""  "^  Q\;7j  ^  °  ' 

J  est  compris  entre  J„_,  et  J„,  J  —  J„  du  signe  de  .I,,^,  —  J„,  et 

(3)  |J--1-I<I-U.-J„|  =  (Q:q;„.)  '; 

quand  a„a„+|  >i. 

(4)  |.T-J„|<|.r-.T„-,|; 

c'est  le  cas,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «,  lorsque  a,i  =  i  à  partir 
de  cette  valeur.  De  même 

(5)  J„.,-J„  =  (-,)"(Q;,Q„„)-,    j„_j„_.=(_,)"-(o;^_,q;j-, 

(  j„.,  -  .!„_,  =  (-  ir'f(Q„_,Q;)-'-(Q:Q;„)-'i    ^ 
(6)  =  (-  ir '(q:,^.q;,q;,..)-'(q;,..  -  <.)l.) 

(  =(-0"-'««.<(q;,-.q;„,)-'- 

lions  J„  pourront  avoir,  au  |)oiiU  de  vue  arithmétique,  des  propricltis  sensible- 
ment dillérentes  de  celles  des  réduites. 

(')  On  sait  qu'il  faut  et  il  sullit  que  la  série  Vf?,  diverge.  Voir  une  démon- 
stration simple  de  celle  propriété  due,  je  crois,  à  Storn  (./._/'.  Malli..  I.  \.\\\"11) 
dans  Stielljes  {Ann.  Fac.  TouL,  t.  VIH,  iSg/j,  ./..  p.  3i). 

Jouin.  de  Math,  (li"  série),  t.jiiic  MI.   —   Isisr.  III,   1007.  3() 
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La  suile  des  (jiiantiU's  J  ,,  J3,  . . .,  .K^m  n  •  •  •  fornir  donc  une  siiilc  dé- 
croissante, la  suite  des  (inantités  Jo  =  </„,  .\.^,  ...,  .î^^,,  ...  une  suite 
croissante;  toutes  deux  ont  pour  limite  .1  quand  la  IVaetion  continue 
est  convergente. 

On  voit  que  P,'^  et  Q,',  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  formés 
aveca,,,  a„_,  ...,  a,,,  du  premier  degré  [)ar  rapport  à  chacun  des  a,. 
On  peut  encore  écrire 

(■y)  cT,', = c^c, . ..c„p|,,    '/,'„  —  Coc,. ..c„Qi,,    J«= p,',Q',r' =  "^'«//r'i 

où  CI,',,  yj,  sont  des  polynômes  à  coefficients  entiers  formés  avec  /'„,  ..., 

^>n  ^'oî   •  •  •  5  ('in 

(9)     iJ-J«i<(Q;Q;,.,r'<(/.;x:M-,r'(^'o---f„)^c„... 

J'évalue  les  limites  supérieures  et  inférieures  de  i)]^  et  y'  :  (1)  donne 
encore 

1  O'  =  (  )' _,  a„  +  Q'    ,  >  Q'    ,«„>...>  f/,  a a,„ 

(  '/,'„  >  f„  c, ...  c„  a ,  a^  ...«„>  Co  /v ,  /'2 .. .  />„ . 

D'autre  part, 

Qo  =  i.  Q,  <!  +  ''/.; 

si  Q'^^,  ()^j  . .  .,  O^^  sont  plus  petits  que  (1  +  r/,)(i  +  «2) . .  -(i  4-  ('„), 

Q«+,  =  Q>«+.  +  QL-,  <(n- «.)•••(!+«")(•  + ««-.)• 

On  a  donc 

(r  +  a,) . . .  (i  4-  f/„)  >  Q'„  "^  a,a.,. . .  a„, 


^''  !  <-o('^,  ^  '■,)...(//„  +  c„)  >  '/;,  >c„b,...  b„. 

Ces  formules  supposent  seulement  f/„^o,  «„,  />„,  r„  élant  ralioiuiels 
ou  non;  lorsque  les  h,,  et  les  c„  sont  des  entiers,  les  •/„  et  les  xs[^  sont 
des  entiers,  et  J,  supposée  convergente,  est  limite  de  la  suite  des  frac- 
tions J,j=  Tn)//j,  ' .  On  remarquera  que  toutes  les  formules  ci-dessus, 
obtenues  sans  considérer  ,r„+.,  subsistent  (piand  J  diverge. 
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Kiifin,  lorsque  a„  est  >i  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  je  rap- 
poll.-que(/.  r.,p.  3), 

où  ('  est  fini. 

II.  —  Sur  les  nombres  de  Liouville  de  la  forme  J. 

Je  suppose  les  b„,  c„  entiers  réels  et  positifs. 

Par  définition,  un  nombre  de  Liouville  réel  A  est  la  limite  d'une 
suite  de  fractions  rationnelles  A„=B„C-'  (B„,  C„  entiers  positifs, 
premiers  entre  eux  ou  non)  telles  que,  pour  une  infinité  de  valeurs  «, 
de  //, 

(")  "<|A-A„,|<C-% 

si  grand  que  soit  le  nombre  positif  a,  les  C„,  n'ayant  aucune  limite 
supérieure  quand  n,  croît  indéfiniment  :  c'est  ce  que  j'appellerai  la 
condition  de  Liouville  (').  Il  en  résulte  qu'on  peut  choisir  les  n,  de 
façon  que  C„^  ne  décroisse  pas  quand  n,  croît,  et  que,  pour  a  et  /«, 
assez  grands,  A„,  est  une  réduite  de  A  (/.  T.,  p.  5,  prop.  8). 

Dès  lors,  étant  donnée  une  quantité  réelle  positive  A',  qu'on  sait 
seulement  être  limite  d'une  suite  de  fractions  rationnelles 

A;.=  B„C;''        (B;,C;,  entiers), 

peut-on  écrire  une  condition  nécessaire  pour  que  A'  soit  un  nombre 
de  Liouville! 

Si  l'on  sait  que  la  suite  des  A„  renferme  toutes  les  réduites,  sauf  un 
nombre  fini  d'entre  elles,  oa  devra  exprimer  que  parmi  les  A„  il  y  en 
a  une  infinité  qui  satisfont  à  la  condition  de  Liouville,  ce  (iiii  sera 
nécessaire  et  suffisant.  Mais  il  est  toujours  jjossible  de   définir   un 


(')  Ce  m'est  iinu  occasion  de  jnenlionner,  pour  éviter  toute  possibilité  de 
confusion,  et  l)ien  que  cela  résulte  sans  aucun  doute,  me  semble-t-il,  de  mes 
calculs,  que  les  réduites  envisagées  dans  l'énoncé  du  bas  de  la  page  4/,  de  /.  T. 
sont  exclusivement  des  réduites  satisfaisant  à  la  conditioji  de  [>iouvilie. 
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nombre  quelconque  A'  comme  limite  d'une  suite  de  quantités  A„  dont 
aucune  n'est  réduite.  Par  conséquent,  a  priori,  dans  le  cas  de  la  suite 
la  plus  générale  A^,,  on  n'a  aucun  moyen  d'écrire  une  condition  néces- 
saire pour  que  A  soit  un  nombre  de  Liouville  :  il  en  est  tout  dilTérem- 
ment  quand  A  est  donné  par  la  suite  de  ses  réduites  (/.  T.,  p.  229). 
Aussi  n'essaierai-je  pas  d'indiquer  en  général  pour  J  une  pareille 
condition  nécessaire,  car  rien  ne  prouve  a  priori  que,  parmi  les  J„,  il 
y  a  toutes  les  réduites  de  J,  sauf  un  nombre  limité. 

On  peut  toutefois  écrire  une  condition  suffisante  pour  que  les  J„ 
renferment  une  infinité  de  réduites.  Il  suffit,  d'après  (9),  que,  pour 
une  infinité  de  valeurs  n^  de  n  (/.  T.,  p.  5), 

I   T  T       '    ^^    (Cin  ■  ■  •  f,i,)'C„,  +  l    ^  /.i./2\-l 

|J  — J»,  i< — TTxûi — <^-/.".)   ' 

ou 

(12)  7;„,^,  >  1-/l,X<-0  ■  ■  ■  ('n^Cn^+x- 

Mais,  même  quand  cette  condition  est  satisfaite,  on  ne  sait  toujours 
pas  si  la  suite  J„  renferme  toutes  les  réduites,  sauf  un  nondjre  limité. 

Peul-on  écrire  une  condition  suffisante  pour  que  J  soit  un  nombre 
de  Liouville? 

Cette  fois  la  réponse  est  affirmative.  Il  suffira  que,  parmi  les  J„,  il  y 
en  ait  une  infinité  J„_  qui,  non  seulement  sont  réduites,  mais  encore 
satisfont  à  la  condition  de  Liouville.  Il  suffira  donc,  d'après  (g), 

I  -T  -  •'„,  i<(fo  •  •  •  '-•.,)' c„,+.7;;,'  •/;;!,  <  ■/-;, 

ou 

On  déduit  de  là  diverses  conditions  suffisantes  dont  je  ferai  usage  : 
d'après  (10),  il  suffit 

[  '•o/>.---/',„.,>(Co...C„,)^'c„.,,Cr[(^,  +  ^'.)---(^^  +  C„,)]«-', 

I   OU 

(i/,)      ^/,...^'„,., >'•:!(  i+r/,)...(i+«„,)f-'(c,...c„.r, 

j  OU 
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Quand  a,^i,  d'où  6,-^t",,  à  partir  d'une  certaine  valeur  i'  de  j,  il 
suffît 

ou 

(i5)  a„,,,>A«2'"'*-"(6,...^„,r-(c,..-c„,)=<, 

ou  encore 

( ' 6)         rt„,+, >  X» ■>"•'='-"(«,  .  • .  ««j" "'(co  •  •  •  CnT         (X const.). 

On  peut  en  déduire  d'autres  conditions  suffisantes  moins  précises, 
mais  plus  simples. 

Dans  le  cas  de  (14)5  soit  di  la  plus  grande  des  quantités  b^  et  c,  :  il 
suffît 

«..••«„,..  >  c^"--"(fZ,. .  .rf„,)»-'(c.. .  .c„,), 

ou,  a  forliori, 

(17)  ou 

f        ''',,,+1  >  <2'"'='-"(<'/, .  ..d„X"''  'Vi- 

(^uand  ai^\{i^i'),  soit  y-n{'t  =  '  )  'a  p'ns  grande  des  cjuanlités  «,, 
«o,  ...,  «„;  j3„,  Y«  l*îs  quantités  analogues  pour  les  suites /',,  ...,  h,, 
d'une  part,  Co,  c,,  . . .,  c„  d'autre  part.  On  a  a„>i,  p„2;  y,,;  d'après (i 5), 
il  suffît 

(.8) 

d'après  (16),  il  suffît 

(19) 
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Ceci  posé,  je  me  reporte  aux  classifications  des  fractions  continues 
que  j'ai  indiquées  ailleurs  (/.  T.,  p.  8,  219  note('),  228,  2.37),  et 
dont  je  rappelle  sommairement  les  principes  généraux.  J  est 
d'ordre  (A-,  p)  dans  la  première  classification  quand,  ponr  n  >>  r, 

et,  pour  une  infinité  de  valeurs  n.,  de  n, 

{k  entier  positif  ou  négatif,  p  >  e,  £  fixe  positif  aussi  petit  qu'on  vont)  ; 
il  est  d'ordre  (A-,  p)  dans  la  deuxième  classification  quand  on  a,  au 
lieu  de  ces  inégalités,  les  inégalités 

(to')  a,<e,{n^^% 

dans  les  mêmes  conditions.  Les  valeurs  a„^  sont  les  valeurs  princi- 
pales ou  les  termes  principaux  de  la  suite  des  a„,  ou  encore  les 
quotients  incomplets  principaux  de  J.  Quand  on  ne  peut  trouver 
aucun  système  de  valeurs  de  /r  et  p  tel  que  (w),  (o/)  aient  lieu,  la  suite 
est  d'ordre  -f-co;  quand  il  en  est  ainsi  pour(u.),  ([J-'),  la  suite  est 
d'ordre  — oc. 

I.  Cas  où  a,  =  i  à  partir  d'une  certaine  valeur  i'  de  i.  —  On  re- 
marque que,  lorsque  les  c,  sont  tous  égaux  à  i,  des  inégalités  analogues 
à  (i5)  et  (iG)  ont  déjà  été  indiquées  ailleurs  (/.  T.,  p.  228  et  suiv.), 
et  ne  peuvent,  comme  on  sait,  avoir  lieu,  sans  restriction  sur  le  mode 
de  croissance  des  «„,  que  si  la  suite  des  a„  est  d'ordre  >  (3^o)  dans  la 
première  classification,  d'ordre  >>  (2,1)  dans  la  deuxième. 

A  fortiori  doit-il  en  être  ainsi  quand  les  c,  ne  sont  pas  tous  égaux  à  i . 
De  plus  ces  inégalités  n'ont  jamais  lieu  quand  la  suite  des  a„  est 
d'ordre  <;(i,3c)  dans  la  première  classification,  ou  d'ordre  <  (•,!) 
dans  la  deuxième. 

Première  classification .  —  L'ordre  des  /?„,  supposé  fini,  est  au 
moins  égal  à  celui  des  <3„  et  celui  des  c„,  puisque  h„  ^  a„  et  b„  1'  c„  pour  n 
assez  grand. 
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Je  vais  d'abord  établir  le  lemme  suivant  : 

Lemme  I.  —  Dans  la  première  classijicalion,  les  produits  X„  jj.,, 
des  nombres  de  mêmes  indices  de  deux  suites  de  nombres  A„,  [t-^ 
d'ordres  finis  {k,  p),  (Vr, ,  p,),  avec  (k,  p)  ^  (A,,  p,  )  et,  pour  n  assez 
grand,  A„^i,  ]J.,~^ï  :  \"  forment  une  suite  d'ordre  (A*,  p) 
lorsque  k'^k,  ;  i'^ forment  une  suite  d'ordre^(k,  p)e/5(A',  p  4-  p,), 
lorsque  k  =  A,. 

Si.  l'une  des  deux  suites  est  d'ordre  infini,  avec,  pour  n  assez 
grand,  'k,i^\ ,  ;j.„i'  i,  la  suite  des  X„[ji.„  est  d'ordre  infini. 

Il  suffit  de  considérer  le  cas  où  (A,  p)  <;  +  ce. 
L'ordre  de  la  suite  X„  \j.„  est  évidemment  >  (A,  p). 
D'autre  part,  quand  A,  <^  A, 

^n  =  ^/,  {nf'^^  =  <?A  ('0^')  ^^"^  ^n  ^^  o  pour  /i  ==  o, 

A„  <  <?/;  (/?,  )P"^%  X„  [JL„  <  c^.  (  /i  )f"^-^     (  n  assez  grand  ) . 

Quand  A,  =  A,  l'ordre,  qui  ne  peut  dépasser  (A,  p  -f-  p,),  peut  être 
égal  à  (A,  p  +  p,)  si  les  deux  suites  renferment  une  infinité  de  termes 
principaux  de  même  indice  «,,  car 

\,Xe,{n,f~',      [x„,>e,C«,)P'-%  A„,  [x,„>eA(/^,)^"*'^'"'"• 

Mais  il  peut  être  aussi  égal  à  (A,  p)  :  en  effet,  soit 

il  suffit  p„  +  ar„  <^  p  +  e;  ceci  aura  lieu  [)ar  exemple  si  les  termes 

sont  principaux,  Xj^,+,  et  [i.^^,  restant  finis. 

Les  modifications  du  raisonnement  relatives  aux  cas  limites  où  p 
ou  p,  est  nul  ou  infini  ne  présentent  aucune  difficulté  spéciale. 

C.  Q.   F.   D. 

.ra|)pli(|ue  ce  lennne  à  la  suite  /v„  =:  «„f„.  On  voit  que  l'on  peut 
distinguer  deux  cas  :  ou  bien  l'ordre  des  b„  est  plus  grand  que  l'ordre 
des  ^;„  ;  ou  bien  Tordre  des  h,,  d  r„  est  le  même,  l'ordre  des  a„  ])OUvant 
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être  le  même,  ou  être  plus  petit.  Je  vais  examiner  ces  deux  cas  succes- 
sivement. 

Théorème  I.  —  Soit  (k,  p)  l'ordre  des  b^avec  (k,  p)>  (3,  o), 
c'est-à-dire  /r  >  3,  ou  p>o  avec  A-  =  3;  quand  l'ordre  des  c„ 
est  t  (kt,  p,)  <i(k,  p),  J  est  un  nombre  transcendant  de  Liouville. 

En  effet,  il  suffit,  d'après  (i8),  quand  p  est  différent  de  o  et  de  co, 
la  valeur  ^„,^,  étant  principale  pour  la  suite  des  b„,  et  e  fixe  assez 
petit  : 

(20)         e,(/î,  4- i.r^>(Ac„)«2"'^',(n,)''"'""*^/.,(". +  ')''"% 

dès  que  n^  est  assez  grand.  Or 

e,,{n,  +  i)P^'>  <-,,("+  O*"'"'  ^a(«,  +  i)'; 

il  suffit  donc  de  montrer  que 

ek{n,  -t-  1)  >  ^/c (",)"■  >  e/,(n,)' "S 

quel  que  soit  le  nombre  fixe  pi.  >  o,  dès  que  «,  est  assez  grand,  c'est- 
à-dire  que 

(20  bis)  e,,_,(n,-h  i)  >  e^-, (»,)'>  «;t' a-, («,)' 

ou 

Ceci  a. lieu  pour  A"  =  3;  quand  A  >  3,  il  suffit 

<?ft-3  (",  +  i)  >  2  Ck-A"'')  >  log  2  +  e^_,  (/<,), 

ce  qui  a  lieu  pour  A  =  l\,  etc. 

il  y  a  un  cas  limite  à  examiner,  celui  où  p  est  infini  [on  a 
(A',  o)  =  (A' —  I,  ce)]  :  alors,  si  b„  =  e,,(ny»,  p^  n'a  aucune  limite 
supéi'icure  (piaud  //  croîl  indéfiiiimcnl  ;  on  [ircnd  [)0ur  valeuis  princi- 
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pales  de    b„  celles  pour  lesquelles  p„  est  plus  grand   que  p^-h■2t, 
pn-i,  Pn-2)  ■••)  et  les  calculs  restent  les  mêmes.  c.  q.  i-.  d. 

Théorème  II.  —  Soit  (A,  o)  l'ordre  commun  des  b„  et  des  c„, 
e/  (A,  o)  >  (3,  o);  J  est  encore  un  nombre  transcendant  de Liomdle 
si,  à  la  fois,  p  est  -zj^  o  et  ^'x>^  et  les  a„  sont  d'ordre  >  (A,  o). 

Les  inégalités  (i8)  et  (20  bis)  montrent  de  suite  que,  lorsque  A 
est  :^  o  et  de  ac,  J  est  encore  un  nombre  de  Liouville  si  les  a„  sont 
d'ordre  au  moins  égal  à  (A,  £,)  (s,  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  mais 
fixe).  Toutefois,  le  cas  limite  où  p  =  o  ou  00  reste  un  cas  douteux  que 
l'on  peut,  il  est  vrai,  élucider  parfois;  ainsi,  quand  on  a,  dès  que  n 
est  assez  grand,  a„^cl',  6„=c,',^''  (c^  comme  £,),  les  conditions  (ig)  et 
(2.0  bis)  montrent  encore  cjue  J  est  un  nombre  de  Liouville  (on  prend 
p  =  00,  et,  pour  «„,+,,  une  valeur  principale  de  la  suite  des  a„).  On  peut 
alors  conclure  : 

Corollaire  I.  —  Quand  a^^c',^  (t.,  fixe,  positif ,  aussi  petit  qu'on 
veut,  mais  fini,  n  assez  grand),  J  est  un  nombre  transcendant  de 
Liouville  dès  que  la  suite  des  a„  est  d'ordre  fini  plus  grand  que{3,o). 

Remarque  1.  —  Il  ne  faudrait  pas  croire  que  les  catégories  de 
nombres  de  Liouville  que  l'on  vient  de  trouver  renferment  toutes  les 
catégories  des  nombres  de  Liouville  possibles  :  les  conditions  (18) 
et  (ig)  permettent  de  reconnaître  le  contraire. 

Je  suppose  que,  dans  (ig),  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n, 
a„>Y„,  l'ordre  des  a„  étant  (2,  p)>(  2,  o),  J  sera  un  nondjre  de  Liou- 
ville si 

«.,+■>(  2  a,,,)'"'"; 

supposant  que  c/„^^,  soil  une  valeur  principale  de  la  suite  des  a„, 

[)our  (|uc  .1  si)ll  un  nombre  de  Liouville,  il  suiiil 
(21)  (p-£)e".^'>2«,alog(2a„,). 

Journ.  de  Math.  ((>'  sciie),  loiiie  III,  —  Fasc.  111,  1907.  '\0 


3lO  ED.     MAILLET. 

La  limite  supérieure  de  a„^  ainsi  trouvée  est  évideiument  toujours 
acceptable,  c'est-à-dire  qu'on  peut  trouver  une  suite  de  (|uanlilésrt„f:i, 
d'ordre  (2,  p)  satisfaisant  à  la  condition  (31)  et  de  la  forme  i„c^', 
b„  étant  d'ordre  <;(2,c»).  En  elîel,  je  détermine  une  suite  de  quanti- 
tés rt^, >  I  d'ordre  (2,  p)  satisfaisant  à  (21),  ce  qui  est  possible;  je  choi- 
sis les  c„  entiersSa)^,  puis  les  b„  entiers,  de  façon  que  a^,<è,jC„'5a^-+-i, 
et  a,j=  b„c^,' ■  Alors  la  suite  des  a„  est  d'ordre  (2,p)  et,  d'après  le 
lemme  I,  les  b„  sont  d'ordre  <;(2,cc).  J  est  un  nombre  transcendant 
de  Liouville  qui  ne  rentre  pas  dans  les  catégories  cju'on  vient  de 
trouver. 

Remarque  II.  —  Ce  qui  précède  comporte  diverses  conséquences 
intéressantes  :  on  sait  que,  la  suite  des  c„  étant  donnée,  tout  nombre 
positif  peut  se  représenter  par  une  fraction  continue  de  la  forme  J 
[voir  /.  T.,  p.  86,  et,  plus  loin,  relations  {/\i),  (43)J. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  fractions  continues  illimitées  J  pour 
lesquelles  les  c„  sont  donnés,  les  b„  prenant  toutes  les  valeurs  entières 
possibles  telles  que  b„^c,i,  J  est  un  nombre  de  Liouville  dès  que 
l'ordre  des  b„  ou  celui  des  a„  est  assez  grand  (').  Sous  cette  forme,  on 
voit  que  les  fractions  continues 

ao  -l-i  :  a,  -4-1  :  «2  -1-. . ., 

où  les  Uj  sont  positifs  et  >  i ,  ont  une  propriété  arithmétique  commune, 
que  les  a,  soient  entiers  ou  non.  En  particulier  : 

CoROLLAïuE  IL  —  Quand  les  c„  sont  d'ordre  <;(3,o),  J  est  tou- 
jours un  nombre  transcendant  de  Liouville  dès  que  les  a„  sont 
d'ordre  X3,  o). 

Les  c„  étant  d/'ordre  <C(3,  o),  si  J  n'est  pas  un  nombre  de  Liou- 
ville, les  bn  et  les  a„  sont  d'ordre  !:(3,  o). 

Deuxième  classification.  —  Je  considère  les  deux  suites  de  quan- 
tités 

(22)     A„,=  ^',,_,(/«P-^)-'  loga;„,         C,„  =  e,._,(mP.  ^)-'  logc'„„ 

(')   On  trailuin  plus  loin  le  cas  où  les  a,,,  l>„  ou  c„  pouveiU  èlie  doidre  infini. 
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en  supposant  Tordre  d'une  des  deux  suites  a„,  c;„  plus  grand  que  (A-, ,  p.) 
(£  comme  précédemment).  Je  fais  un  raisonnement  analogue  à  un  rai- 
sonnement connu  (/.  T.,  p.  238)  :  je  porte  en  abscisses  m,  en  ordon- 
née la  plus  grande  des  deux  quantités  A,„  et  C,„  ;  j'obtiens  des  points  P, , 
P.,  . . .  pour  lesquels  je  forme  un  polygone  joignant  une  infinité  de  ces 
points,  d'ordonnées  constamment  croissantes  avec  m,  au  delà  de  toute 
limite,  et  laissant  tous  les  autres  points  au-dessous.  L'équation/  =  logo^ 
(coordonnées  cartésiennes)  de  ce  polygone  définit  une  fonction  9!^, 
constamment  croissante  ('),  et  telle  que 

A„,<log9„„  <^m=log(p„o 

(23)     loga'„<e,^_,(mP.-^)log9,„,         logc',„<^,__,(w^-^)log9,„, 

une  de  ces  inégalités  au  moins  devenant  une  égalité  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  w. 

Quand  l'ordre  des  à„^  est  plus  grand  que  celui  des  <?;„,  supposé  plus 
petit  que  -i-^c,  cette  dernière  condition  est  alors  évidemment  satisfaite 
pour  la  suite  des  a^„  par  une  infinité  de  valeurs  m,  de  m,  si  l'on  choi- 
sit l'ordre  (/i,,  p,  —  t)  fini  intermédiaire  entre  l'ordre  des  a\^^  et  celui 
des  c;„;  alors,  en  eilet,  C,„  est  <i  pour  m  assez  grand.  On  a  même, 
quand  (/r,,  p,)>(  1 ,  o),  C,„  aussi  petit  qu'on  veut  pour  les  valeurs  /«, 
de  m  en  question.  Jmi  efl'et, 

log'c'„,  =  ''.,-,(»ïP'--0, 
<•*,-, (wP~')>Wr',,_,(/«P.-^^), 

si  grand  que  soil  co,  dés  que  tu  est  assez  grand  et  (/v, ,  p,)>(i ,  o);  car 
ceci  a  lieu  pour  A,  =  1;  jnxir  A-,>i,  il  suffît 

t',,_,(mP.-^)>  (or,,_,(mP-")>  logfo  -^  c,^^,(//?P-"), 

ce  qui  a  lieu  pour  A,  =  2, Dans  ce  cas, 

(2/i)  log(«:,„<')  =  (A„„-C„„)f,,^,(mP'-=)>^  A,„  r,,_,(//^P.  ^)^ilo„„'^^  _ 


(')   La  iiiélliode  indiquée  pour  doux  suites  de  (iiiaiitités   s'élend  ovideiiinuiil 
il  un  ii<)im))ic  (|uelc()nquc. 
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On  pourra  crailleurs,  dans  tous  les  cas,  que  Tordre  des  a„,  soit  ou 
non  infini,  pour  tenir  compte  éventuellement  de  Firrcgularitc  d(!  la 
croissance  des  a^,^  et  des  c;„,  dire  pfovisoiremcut  (jue  Vordre  iJcs  a'^ 
est  au  moins  égal  à  celui  des  c\^^  pour  une  infinité  de  valeurs  m,  de  m 
quand  la  première  inégalité  (23)  devient  une  égalité  pour  les  va- 
leurs m,. 

Ceci  posé,  soient  a„,  b„,  c„  d'ordres  plus  petits  que  ■+-  ce.  J'établis 
ce  lemme,  analogue  au  lemme  I  : 

Lemme  II.  —  Dans  la  deuxième  classification,  les  produits  X„[ji.„ 
des  nombres  de  même  indice  de  deux  suites  de  nombres  A„,  \i.„ 
d'ordres  (k,  p),  (/î,,  p 2)  plus  petits  que  -h  ao,  ai'cc  (k,  p)?(/io,  po)  ci, 
pour  n  assez  grand,  X„^i,  [x„>i  :  1°  forment  une  suite  d' ordre  {k,  p) 
lorsque(k,  p)=(ii  o^i  "^^  forment  une  suite  d'ordre^(k,  p)  c/ <;(o,  00) 
lorsque  (k,  p)<;(o,  ce),  d'ordre  (o,  p)  quand  k  =  o,  A, <]  o,  d'ordre 
^  (o,  p  -f-  p, )  quand  k  =  A._>  =0  (  '  ). 

D'abord  l'ordre  de  la  suite  des  X„[j.„  est  ^(/r,  p). 
D'autre  part,  soit  (A',  p)^(i,  o)  :  pour  n  assez  grand, 

X,V-nic,{n^^')e,,Xn9^-^')<e„{n^^'y-ie,{n^-^'), 
car  il  suffît  pour  que  ceci  ait  lieu,  quand  k  =  t , 

et,  quand  A  >  i , 

2f,_,  («,?-)<  r,.,(«P-^^); 

ceci  est  vrai  pour  A  =  2  et,  lorsque  A  >■  2,  exige  seulement 

log2  -f-  r',_,(nP-^)<2e,_,(«P^^)<r?,_,(rtP+«), 
La  suite  des  X„[a„  est  d'ordre  (A,  p)  (-). 

(')  Lorsque  l'une  des  deux  suites  X„,  |ji„  est  d'ordre  iril'nii,  l:\  suite  des  X„  |ji„ 
est  évidemmenl  d'ordre  infini. 

(')  Je  rappelle  que  l'on  a  (^,  o)  =  ( /.  —  i ,  00)  (/.  7".,  p.  10  el  note  II). 
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Soil  maintenant  k  =  o,  (A',  p)  <<  (o,  x)  : 

Si  A-5<o, 

p/,( "'''""')  <  "%        K,  [J-n  =  «''"*'"  ; 
si  Ao  ^  o, 

Enfin,  quand  (A,  p)  et  (Ao,  p,)  sont  quelconques,  mais  <[(o,  co), 
l'ordre  des  X„(x„  est  <[(o,  ^).  c.  q.  f.  d. 

J'applique  ceci  à  la  suite  /?„=  a,iC„,  en  supposant  les  «„,  par  suite 
les  />„,  d'ordre  ^(2,  i).  On  peut  encore,  comme  pour  la  première  clas- 
sification, distinguer  deux  cas  :  ou  bien  l'ordre  des  b^  est  plus  grand 
que  celui  des  t;„  ;  ou  bien  l'ordre  des  b„  est  le  même  cpie  celui  des  c„, 
l'ordre  des  a„  pouvant  être  le  même  ou  être  plus  petit.  Je  traiterai 
seulement  le  premier  cas. 

Théorème  III.  —  Quand  l'ordre  (A,  p)  des  b^  est  plus  grand  que 
l'ordre  des  c„  et  que  (A,  p)>'(2,  i),  J  est  un  nombre  transcendant 
de  Liouville. 

Je  pose  ici  />„  =  a^,  c„=  c^,,  et  je  me  sers  de  (18),  de  (23)  et  de  (24). 
D'après  (18)  il  suffit,  pour  une  infinité  de  valeurs  /*,  de  «, 

(25)  logf/,,,^,  >  A?,  a  log(/| p,,^ ) ; 
je  choisis  pour  les  valeurs  //,,  celles  pour  lesquelles 

logi,„+,  =  '?/,-,((«,  +  i)P'-']  log<p„,^„ 

(A-,,  p,  —  t)  étant  <C(/»")  p)  et  plus  grand  que  l'ordre  des  c„. 
Il  suffit  alors,  d'après  (24), 

c,,_,f(«,,-t-i)p.^]iog9„,.,>,'i«,af'.,_,(//r')iog?,M 

ou,  a  fortiori ,  pMis(pie  o,.  est  croissant, 

(26)  r',,..J(«,  4-  i)P-^J  >  log(4/',a)  +  f'.._.(»r')- 
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Quand  /i,  =  2, 

qui  est  >  log(4/?ia)  pour  /?,  assez  grand,  lorsque  p,  >  i  +  £;  on  |)eul 
toujours  satisfaire  à  celte  condition,  quand  les  b„  sont  d'ordre  >(  2,  i) 
(e  assez  petit). 

Quand  A,  =  3,  il  suffit 

g(«,+ii        n,     — i>g-".  _,^!:^ >  C""'     log-(4/^a), 


3  « 


ce  qui  a  lieu  pour  n  assez  grand. 
Quand  /i,  >  3,  il  suffit 

e,,_,[(/^  +  i)f.-^]  >  {/^ae,,„,(«P■-^), 
e.._3[(«,  +  i)f^'  1  >  log(4«,a)  +  '',,_3(«r^), 

ce  qui  a  lieu  pour  A,  =  4,  etc.  c.  o.  f.  d. 

Remarque.  —  Ici  encore  on  peut  montrer  qu'il  y  a  d'autres  caté- 
gories de  nombres  de  Liouville  que  cejix  qu'on  vient  d'obtenir.  Ainsi, 
je  suppose  que  les  a„  soient  d'ordre  (A,  p)Xi,i)  etf:(2,i):  pour  une 
infinité  de  valeurs  n^  de  //,  a„^+i  >  e^(«J~");  d'après  (18)  et  (25),  il 
suffit,  pour  une  infinité  de  ces  valeurs  «,, 

(27)     o,._,«^)>/^,«log(4p„,),        (i,i)<(A,p)<(2,.), 

ce  qui  donne  pour  [i5„_  une  limite  supérieure  toujours  acceptable,  c'est- 
à-dire  qu'on  peut  trouver  une  suite  de  quantités  b,^  et  a„  satisfaisant 
à  (27),  b,i  étant  d'ordre  <(2,i).  En  effet,  je  suppose  a„'^c„,  b„'^al, 
^n~°'■l'^  je  détermine  une  suite  de  quantités  a^  ^i  d'ordre  (A,  p)  satis- 
faisant à 

«A-    i(«r')>2«.2'log(43C,^,) 

pour  une  infinité  de  valeurs  /t,  de  n.  .le  choisis  les  t.'„  entiers  tels  que 
Cfl  =  «,',,  puis  les  b„  entiers  de  façon  (|ue 

<^'n  =  ^H  <\,  '  -  «,,  -f-  I  et         a„  =  b„  c„  ' . 
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La  suite  des  a„  est  d'ordre  (A-,  p),  et  les  />„  sont  d'ordre  (A,  p)<(2,i), 
d'après  le  lemme  II.  J  est  un  nombre  de  Liouville  qui  ne  rentre  pas 
dans  la  catégorie  trouvée  au  théorème  III. 

Cas  où  les  b,.  sont  d'ordre  injinl  dans  les  deux  classifications.  — 
Une  suite  de  quantités  d'ordre  infini  dans  une  des  deux  premières 
classifications  l'est  aussi  dans  l'autre  (/.  T.,  p.  a'iy).  Il  me  suffitd'en- 
visager  la  deuxième  classification. 

On  pourra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  suite  des  c„  est  d'ordre 
plus  petit  que  l'infini  ou  d'ordre  infini. 

1°  La  suite  des  c„  est  d'ordre  plus  petit  que  l'infini.  D'après  le 
lemme  II,  la  suite  des  6„  étant  d'ordre  infini,  il  en  est  de  même  de  la 
suite  des  a„. 

J'applique  dès  lors  les  formules  (19)  et  (23)  en  prenant  a„,=  aî,,^, 
fm=  ^m)  (^n  pi)  >  (-)i  +  ^))  et  l'ordre  des  c„  inférieur  à  {k^,  p,  —  t). 
Il  suffira,  pour  une  infinité  de  valeurs  «,, 

log«.,+.  >  'h  a  log(4  s'^.T,,,)  ; 

je  choisis  les  valeurs  //,  telles  que 

loga„.^,=  t',,_J(«,4-i)P.^^]log9„,^,; 
il  suffira 

(28)  e,,^,  [(«,  +  ,)P.-J  >  4  n,  ae,,_,«-^), 

dès  que  n,  est  assez  grand:  c'est  une  consécpience  de  (2G),  et,  par 
suite,  J  est  un  nombre  transcendant  de  Liouville. 

2°  La  suite  des  c„  est  d'ordre  infini. 

On  pourrait  chercher  ici  à  classer  au  préalable  les  suites  de  quantités 
d'ordre  infini  d'après  les  principes  que  j'ai  indiqués  sommairement 
ailleurs  ('),  et  distinguer  un  certain  nombre  de  cas  où  une  des  condi- 
tions (i5),  (16),  (18),  (19)  est  satisfaite.  Je  me  contenterai  d'un  énoncé 

(•)  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXXIV,  1906,  p.  217-218.  Dans  l'application  de  ces 
principes  (par  exemple  le  Corollaire  I,  |).  219),  l'ordre  de  la  suite  des  /.„  à  0011- 
sidérer  est  évidemment  l'ordre,  en  fonction  de  n,  de  la  suite  de  celles  des  quan- 
ti lés  kn  qui  sont  positives. 
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moins  précis,  mais  probablement  plus  général  :  j'envisagerai  le  cas  où, 
suivant  ce  que  j'ai  dit  à  propos  de  (aS),  l'ordre  des  a„,  est  au  moins 
égal  à  celui  (')  des  c„,  pour  une  infnité  de  valeurs  «,  +  i  de  n.  On 
est  encore  conduit,  d'après  (19)  cl  (23)  à  l'inégalité  (28),  et  J  est  un 
nombre  transcendant  de  Liouville. 
En  résumé  : 

Théorème  IV.  —  La  suite  des  h„  étant  d'ordre  infini,  J  est  un 
nombre  transcendant  de  Liouville  :  1°  quand  les  c^sont  d'ordre  plus 
petit  que  l'infini;  1°  quand  les  c„  étant  d'ordre  infini,  l'ordre  des  o„ 
est,  au  sens  défiini  plus  haut  à  propos  de  la  formule  (23),  d'ordre 
au  moins  égal  à  celui  des  c„  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 

II.  Cas  oii,  parmi  les  a,,  ily  en  a  une  infinité  dont  la  valeur  est  <^  i . 
—  Une  des  conditions  (i4)  ou  (17)  ne  peut  être  satisfaite  que  si,  pour 
une  infinité  de  valeurs  «,  de  n,  è,,.^,  est  >  c„^_j.i,  et  même,  quand  on 
ne  fait  aucune  restriction  sur  le  mode  de  croissance  des  i„,  que  si  la 
suite  des  b„  est  d'ordre  X2,oc)  dans  la  première  classification, 
d'ordre  ^(2,1)  dans  la  deuxième(/.  T.,  p.  228et  suiv.).  Les  méthodes 
à  employer  restant  les  mêmes  que  tout  à  l'heure,  j'observerai  seule- 
ment ce  qui  suit  : 

Ordres  non  infinis  :  Première  classification.  —  Quand  l'ordre  (A-,  p) 
des  b,t  est  plus  grand  que  (  A , ,  p,  )  qui  est  plus  grand  que  l'ordre  des  c„, 
et  (A,,  p,  )  >  (3,o),  la  seconde  condition  (17)  a  lieu,  /'„^^,  étant  une 
valeur  principale  de  la  suite  des  b,„  si 

ek{n,  +  i)P-^>  c«2«.«e,(/i,)'P"'"'''°'""f..(«.  +  O''"; 

ceci  est  une  conséquence  de  (20),  (juand  on  y  change  a  en  a  +  2;  J  est 
donc  alors  un  nombre  de  Liouville.  Le  cas  limite  p  =  oc  n'offre  pas  de 
difficultés. 

Deuxième  classification.  —  Quand  l'ordre  (A,  p)  des  b^  est  plus 
grand  que  celui  des  c„  et  >  (^?i)'  ^'^  seconde  condition  (17)  conduit 
à  une  condition  tout  à  fait  analogue  à   (23),  oùo„^,   qui  est  la  plus 

{ ')  C>ii  pouiiait  se  placer  au  niêine  point  de  vue  lorsque  les  «„,,  les  b,,,  el  lesc„, 
sont  d'ordre  plus  petit  que  +  ce. 
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grande  des  quantités  d,, . . . ,  f/„  ,  remplace  j3„^  :  J  est  encore  un  nombre 
de  Liouville. 

Lorsque  la  suite  des  b„  est  d'ordre  infini,  on  dislinji;ue  deux  cas  : 
i"  si  la  suite  des  c„  est  d'ordre  fini,  d'après  (24),  où 

on  a 

log  h  in  e'J  1  ',  log^,„ 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  /u  telles  que 

log/',„  =  t',,_,(/«P^^;logo,„; 

écrivant  la  seconde  condition  (17)  pour  ces  valeurs  /;,  +  i  de  m,  ('-^3) 
conduit  à  une  condition  analogue  à  (28),  qui  a  encore  lieu  pour  «, 
assez  grand.  2°  Si  la  suite  des  c„  est  d'ordre  infini,  en  supposant  la 
suite  des  a„  d'ordre  au  moins  égal  à  celui  des  c„  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  n,  on  appliquera  la  troisième  inégalité  (i4)  et  (23),  avec 


11  suffit  d'après  (i4))  et 

log(c„c,  c„ . . .  c„_)''+'<(«,  -h  i)  (a  +  i)  r',.,_,(»,  P'-')log9„,, 

log(i  +«„,)  =  2 ''<,_,  (//f'"01og9,„,  min,,' 

que 

^,,_, [(/^  +  if'-'] > '',,,-A"^r  ')•  '1  'h{c^+  i), 

ce  qui  est  une  conséquence  de  (2(S). 
En  résumé  : 

Théorème  V.  —  Ijus  lliéoritniesl,  III  rt  l\  se  conservent  (judrid, 
parmi  les  a,-,  il  y  en  a  un  nombre  injini  (jui  sont  <  1;  ta  fraction 
continue  est  alors  forcément  convergente  ('). 

(')  (;ar  ^  a,  (livcrge.  d'aprùs  les  énoncés  des  lliéoréines  I  à  IV. 
1 
Journ.  de  Math.  (*>'  sriie),  Umie  III.  —   Isisr.  Ill,  1907.  ^|  I 


3l8  ED.     MAILLET. 

.ie  me  dispense  d'examiner  si  l'exlensioii  du  ihéorèiuc  II  est  possible, 
cL  s'il  y  a  des  cas  particuliers  analogues  à  ceux  (jui  oui  (''té  rencontrés 
à  propos  des  théorèmes  I  à  IV. 


IV.  —  Des  fonctions  continues  divergentes. 

Je  me  propose  de  montrer  rapidement  que  ces  fractions  continues 
peuvent  aussi  conduire  à  considérer  des  nombres  de  Liouville.  Soit 
encore 

J  =  a„  +  I  :  r/ ,  -+- . . .  -H  I  :  a„  +  ■  •  • ,  o,  >  o. 

D'après  (2) 

j„  =  i>  Q'^-'  +  (P',q;-'  -  p,;q;-')  ^. . . 

,  .       ;  +(p:,Q;r'-p;-.Q;r-;), 

j  J«=iWo-'  +  (Q;,Q'.r'-(Q;Q'.)-'+--. 

'  +(-i)"-'(q;,q;-,)-'-  • 

La  valeur  absolue  des  termes  du  second  membre  diminue  de  gauche 
à  droite  à  partir  du  second,  car 

?:„-,<  PL.,     q;„-,<q:„.,, 

d'après  (i).  Les  pseudo-réduites  d'ordre  11  pair  augmentent,  en  restant 
inférieures  à  toutes  les  pseudo-réduites  d'ordre  n  impair,  qui  diminuent, 
car 

Donc  . 

Hm.l,,^,  =  L„         lim,l,,=  L,,         L.,>L,. 

Quand  Q„  ,  Q',,,  (jui  croît  toujours  avec  n,  tend  vers  une  limite  X 
finie  >  o,  on  a 

(3o)  I.^=L,  +  ^ 

la  fraction  continue  diverge,  0.^  >  Ql  =  ij  clOl^^.,  >  Q',  =  r/,  tendent 
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vers  des  limites  finies  y,  et  y,,  Y  a„  converge  (  '  ).  Cette  dernière  condi- 
tion  est  nécessaire,  et  aussi  suffisante.  D'après  (0), 


(3i) 

et 

(3a) 


=  (_iy"-if(0;„_,Q'„,)'^-(Q'„,  (,);„,,)-'] 

J,,  =  J„  4- (.l,-J„)-i-...+  (J,,--.l ,._.), 
1,,^,  =  J,  -h  (.[3  -  J, )+•••+  i  •'..  ,  -  •'..-/)•  - 


Ql,+  ,  et  Q,„  ,  tendent  vers  la  même  limite  q,   égale   à  7,  ou  r/^,  et 
sont,  dès  que  m  est  assez  grand,  >  ^  cl  <  -i  q.  Donc,  d'après  (3i  ), 

(33)  i;^<|j_-,._|<ii^. 

La  somme 

^,„..  =   I  (J,..,    -  -l„-,  )  +  C-l,..:,  --  ■1,,,^,   )    +  .  .  .  I   =  I  I.   -  .1,,,-.,  I, 

OÙ  L  est  L^  ou  L|  suivant  que  1»  est  pair  ou  impair,  est  telle  que 

(S'O    S,„^,  <-iy--(//„,+, +  «,„+:, +...)<  !'?'(«'«+,  +  f/„,+2  +  •  •  •  )• 

Ici,  la  série  ^  a„  converge;  par  conséquent,  à  paiiir  d'une  cei-laine 
valeur  de  «,,  on  a  (■) 


(')  On  trouvera  une  dénionslralion  clans  le  Alénioire  précité  de  Stielljes  {Anii. 
Fnc.  Tout.,  1894,  J,  p.  3o  à  3?.),  où  il  suffit  de  changer  1*„  en  PJ„  Q„  en  (^)'„,  L 
en  L,,  L,  en  L.,.  On  peut  aussi  consulter  Otto  Stolz,  Vorlesiingen  iiber  allgc- 
iiieine  Arillirnclik,  Leipzig,  Teul)ner,  i8Sj-i886,  t.  Il,  Chap.  ^'l^,  en  pniti- 
culier,  p.  ;)82. 

('•)   Dés  loi's,  la  suite  des  (7,,'  est  d'ortlre    '(o.i)  dans  lesdeu\  iiroiniéios  clas- 
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si  grand  que  soil  le  nombre  [j.  donné  :  on  voit  que,  à  cô lé  de  Tordre (/f,  p) 
des  <r/^'  =  CiJ\\  on  peut  envisager  une  quantité  analogue  définie  de  la 
façon  suivante,  avec  la  première  ou  la  deuxième  classification  respec- 
tivement :  si  l'on  a,  pour  //  >  r, 

(3))  a];>e,(ny-^,         ou         «„'  >  ^vC""  '), 

et,  pour  une  infinité  de  valeurs  //^de  /«, 

(36)  <<o(".rS        ou        <<^'/(,/4")> 

£  fixe  positif  aussi  petit  qu'on  veut  dès  que  c  est  assez  grand,  on  pourra 
dire  que  la  suite  des  a,^'  est  d'ordre  minimum  (/,  a),  en  remplaçant 
alors  ici  l'expression  «  d'ordre  (/i,  p)  »  utilisée  dans  les  paragraphes 
précédents  par  celle  d' ordre  maximum  (A*,  p).  Cette  nouvelle  déno- 
mination ne  devient  nécessaire  que  si  l'on  considère  simultanément 
l'ordre  maximum  et  l'ordre  minimum  ('  )•  A  l'ordre  minimum  corres- 
pondent évidemment  une  infinité  de  valeurs  principales  a,,^,  comme 
pour  l'ordre  maximum;  l'on  a  (/,  ct)<(A',  p). 

Ceci  posé,  je  me    sers    de  la   première   classification,  et  je  sup- 

sificalions,  sans  quoi  l'on  aurait,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /i, 


et  la  série  ne  serait  pas  convergente.  Grâce  à  un  raisonnement  complémentaire 
analogue,  on  peut  donc,  avec  ma  terminologie,  énoncer  incidemment  ce  lemme  : 

Lemjik.  —  Dans  une  série  coiivcv^c.nlc  à  Icrines  positifs  i  a,,,  la  suite  des  «„' 
est  d'ordre  /  (o,i)  dans  les  deux  premières  classifications. 

Pour  une  fonction  entière  à  termes  positifs  —  a,,  z",  la  suite  des  «^'  est  d'ordre 
minimum  :[]  ,'xi)  dans  la  première  classification,  d'ordre  minimum^  (iiO 
dans  la  deuxième;  et  réciproquement,  sauf  un  cas  douteux  quand  cet  ordre 
est  (i,i)  lia  IIS  la  deuxième  classification. 

(')  L'extension  auv  fonctions  entières  est  immédiate  :  les  deux  ordres  se  con- 
fondent |)oni-  les  fonctions  entières  à  croissance  régulière.  {Conip.  BoiiRi.,  Leçons 
sur  les  fonctions  en  tières,  passim .  en  particulier,  p.  sa  et  120.) 
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pose(/,  a-)X3,o).  D'après  (35) 

am-^i  +  am,-i  -H-  •  •<2]  ''''(")'""• 
Or 

d'après  (20  bis)  ;  donc  : 

et,  d'après  (34), 

(37)  S„,,,<8g-V,(m  +  .)^-^ 

D'autre  part,  on  a,  d'après  (7), 

T     —  n'  -/'-'  T     —  ^''-'-  -4-  V  I     _  '"2'-+i   _  V 

l.lr  l.ïr^\ 

D'après  (37),  pour  que  L,  et  Lj  soient  des  nomisres  do  Liouville,  il 
suffit  que 

89-=e,(2r+  2)^-'< -/;:",         8^-v.,(2;-  +  3)-'<  ■/;„.:,, 

respectivement,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r,  ou  encore, 

(38)  8-/;^r,<  ry^',(2/-  +  2)-%  8-/;*,,_,  <  cf-r^^-,.!-  4-  3)'-. 

Ici,  fl'après  (3'")  ),  à  parlir  d'une  crriaiue  valeur  de  //,  Ci,^h„\ 
(10)  (louue  alors  /„, <C -"'Y«!  '5  "^'  Y'"  ''■'^'^  ^'^  P'"^^  grande  des  quanti- 
tés r^,  c'i,  . .  .,  r„„  ^„,  A,,  . . .,  /^„,.  Il  suffira  ((uc  l'on  ait,  pour  une  infi- 
nité de  valeui's  paires  et  de  valeurs  impaires  de  ///, 

(39)  8(2"'Y;;;")«<y^v('".  +  -2)"^ 

Je  suppose  les  ordres  maximum  et  minimum  des  a"'  ég"au\  à  (/,  0) 
et  (/,  0|),  l'ordre  maximum  des  /;„  au  plus  égal  à  (/,  Oj),  où  0,  0,,  Oo  sont 
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finis  >o,  (7  =  0,.  Alors  les  ordres  maximum  et  minimum  des  c„ 
sont  égaux  à  (/,  t),  (/,  t,)  (lemme  I  ou  raisonnements  analogues), 
avec  T,  T,  finis  ^  o;  il  suffira,  pour  m  assez  grand, 

a[mlog2+(/«  +  i)(T  +  £)e,_,(/»)]<(^-  £)''/-,("«  + 2)  +  logÇ, 
ce  qui  résulte  de  (20  bis).  Donc  : 

Théorème  VI.  —  Lorsque  J  est  une  fraction  continue  divergente, 
les  a~'  étant  d'ordre  maximum  et  minimum  (/,  0)  et  (/,  0,)  plus 
grands  que('à,o)  et  les  b„  d'ordre  5(/,  O,),  (0,  0,  0^  étant  finis 
et  ]>  o),  dans  la  première  classification,  les  pseudoréduites  d'ordre 
pair  et  impair  tendent  respectivement  vers  des  l imites  distinctes  L, 
et  Lj  qui  sont  des  nombres  transcendants  de  Liouville. 

Je  ne  m'attarde  pas  davantage  sur  les  fractions  continues  diver- 
gentes :  on  pourrait  trouver  d'autres  exemples  dans  les  deux  classifi- 
cations, en  s'inspirant  des  idées  contenues  dans  un  Mémoire  antérieur  : 
Sur  les  fonctions  monodromes  et  les  nombres  transcendants  Çlourn. 
de  Alathé/ti., ]C)ol[,Tp.  288-3o3).  Je  remarque  seulement  que,  d'après(') 
un  passage  de  Stieltjes,  les  pseudoréduites  d'ordre  pair  sont  les  pseudo- 
réduites d'une  fraction  continue  convergente 

m„  :  /?„  —  m^  '.  'I i  —  m.,  :  n.,~  . . ., 

dont  les  numérateurs  — m^,  —  m 2,  ■  ■ .  sont  négatifs,  ce  qui  donne  le 
moyen  de  former  des  fractions  continues  convergentes  de  ce  type  et 
qui  sont  des  nombres  de  Liouville. 


V.  —  Des  fractions  continues  quasi-périodiques. 

Une  fraction  continue  J  ^  a„  -)-  i  :  a,  -1-  i  :  «^  +  . . .  est  quasi-pério- 
dique lorsque  l'on  peut  trouver  parmi  les  nombres  «,„,  a,,  a.,,  . . .  une 
infinité  de  suites  de  s,,  s.,,  . . .,  s,„,  . . .  nombres  «,  consécutifs  et  dont 
chacune  est  formée  par  la  répélilion  un  noiubie  A,,  k.^,  ...,  A,,,,  ... 

(')  .Méinoiru  précilé,  p.  3,  formule  (!'). 
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aussi  grand  qu'on  veut  de  fois  (dès  que  m  est  assez  grand)  d'un  même 
groupe  ou  arrangement  de  nombres  consécutifs  a,.  On  sait  (/.  T., 
p.  12-;,  i3i  et  suiv.)que,  les  a,-  étant  entiers  >  o,  lors(pie  k,„  croit 
assez  vile  avec  m  par  rapport  à  s,„k~l  et  au  nombre  a,„  des  nombres  a, 
de  la. partie  non  périodique  qui  précède  les  périodes,  J  est  un  nombre 
transcendant.  Dans  des  cas  étendus  ('),  la  racine  carrée  d'un  nombre 
transcendant  de  Liouville  est  une  fraction  continue  quasi-périodique. 

Je  vais  indiquer  ici  des'cas  analogues  où,  J  étant  quasi-périodique  et 
les  a,=  bic\  entiers  ou  fractionnaires  ^i,  J  est  un  nombre  transcen- 
dant. 

Je  conserve  les  notations  de  ma  démonstralion  relative  au  cas  où  a, 
est  entier  (/.  T.,  p.  i3i),  et  je  suis  la  même  marche,  en  remplaçant  I 
par  J. 

Si  piq'i'  est  la  z'"™*  pseudo-réduite  de  J  et  de  Y„,  on  a  encore  la  for- 
mule (3,)(/-  T.,  p.  i32) 

(^t)  r„y,^-+-r;,y„-+-r;;  =  o, 


avec 


R„ 


(4o)     J    R;,  =  -  ?«„/>«„+),„-,  -  Pœ,.qo.„+K-  1  +  5'«„H-X„Pa„-i  +  qo.,.-iPoc,.-,,,., 

Or,  d'après  (i)  et  (lo),  on  voit  que  R„,  R^,,  R',',  ont  leur  valeur 
absolue  limitée  supérieurement  en  fonction  de  a„,  À„  et  des  a„  +  À„  4- 1 
premières  quantités  «,(/  =  o,  i,  . . .,  a„  +  \,). 

On  doit  remarquer  que,  lorsque  les  (/,  ne  sont  plus  tous  entiers, 
Y„  peut  être  un  nombre  rationnel  ou  quadratique,  tandis  qu'il  est 
forcément  quadratique  quand  les  a,  sont  entiers.  Il  suffit  de  citer  la 
fraction  continue 

*"  =  ij-l-i:^4-i:f+...,  x'^  —  iiC—  i  =  o,  X  =  2. 

Il  devient  donc  nécessaire  de  distinguer  deux  cas  :  Y„  est  ou  n'est  pas 
rationnel. 

(')   /Jiill.  Soc.  inaC/i.,  1906,  J).  21Ô,  ilicorènic  I  et  p.  ■>.  19,  corollaire  I. 
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Je  vais  d'abord  vérifier  que  la  relation  (3,)  n'est  pas  une  identité. 
En  effet,  si 

R„  =  r;,  =  r;,  =  G, 

Or 

d'après  (2);  il  faudrait  donc 

/'a„+).„-i   __    /'a„-l  ^ 

ce  qui  est  impossible,  d'après  (29),  puisqu'il  n'y  a  pas  deux  pseudo- 
réduiles  égales.  Y„  sera  donc  déterminée  par  (3,)  et  deux  des  quan- 
tités R„,  R;,,  R^  sont  ^  G  : 

1°  Y„  est  rationnel,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  bien  entendu. 
n  résulte  de  (3,)  que  le  numérateur  F„  et  le  dénominateur  G„  de  Y„ 
mis  sous  forme  de  fraction  irréductible  F„G^'  sont  des  entiers  limités 
en  fonction  de  a„,  X„  et  des  a„-l-  X„-i-  i  premières  quantités  6,-,  c, 

(f  =  G,  1,2,  ...,a„+X„), 

d'après  (7).  Je  me  dispense  de  faire  le  calcul  qui  n'est  pas  bien  diffi- 
cile. Dès  lors,  d'après  (9), 

I  J  —  Pa,.4-/„).„ya,!»'l„>„  1  <  *? »,%„>,„>  I  ^n  —  /'«„+^„X„?â„V/„>„  |  <  5'a!+^.,>.„> 

(4,)  l-I- V„|<2^,:Vo.,.- 

Si  J  n'est  pas  rationnel  (')  (et  égal  à  Y„),  supposant  qu'il  y  a  une 


(')  Si  J  est  rationnel  et  égal  à  pcj'\   |J— /','7i'  I  <  ^i  '  9'+i  i   d'apr^s  (9) 
'7i5'(+i<'/'?iCoC,.  .f,;  d'après  (io),o'n  a,  quel  que  soit  /, 

(7,05.  .  .rt,^,<  (/C^Ct.  .  .Ci. 
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infinité  de  valeurs  de  «,  telles  que  k„  soit  assez  grand  et  que,  d'après 
(lo  bis), 

si  grand  que  soit  le  nombre  fixe  a,  J  est  un  nombre  transcendant  de 
Liouvillc. 

2°  Y„  est  irrationnel,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  bien  entendu. 
Il  est  quadratique;  (4,)  a  encore  lieu.  Si  J  n'est  pas  quadratique  (et 
égal  à  Y„),  on  a  J  -  Y„  ^  o  et,  dans  (3,),  R«  et  R;,  sont  ^  o. 

Je  suppose  J  algébrique  et  racine  d'une  équation  donnée /(.f)  =  o 
de  degré  d,  dont  les  coefficients,  entiers,  ont  leur  valeur  absolue  < a'; 
d'après  (7)  et  Cio), 

I  Y„  1 1  y;j  =  I  r;; r-  |  <  |  r;;  ]  {c,c,...c,y  c«„^,---^a„v,„=  1  KJh, \, 
|y:i<|Mr;o„i, 

M  constante,  le  second  membre  ^i, 

l/(Y;)l<a'(r/  +  i)|MR:,e„|''. 

Y„  est  racine  de  l'équation 

R„0„Y;,+  R:,0„Y„+R:0„  =  o, 
à  coefficients  entiers.  On  prend  B„  =  R„0„  et  l'on  conclut  qu'il  faut 

|J  _  Y,Ai\M,a'{d  +  i)(m\„ii:xy'\-'- 

CcUv.  inégalilé  scMa  impossible  si  fou  [uviid  /.„  assez  grand  par  rap- 
port à  a„,  X„  et  aux  /^,  c,  (/la„+  X„)  juiur  ([ue,  [)Our  une  iniiiiilé  de 
valeurs  de  n, 

(liobis)  ^a,,.-*,,),,  ;2|coR„R:,0;,r', 

si  grand  (|ue  soit  le  nombre  lixe  co.  Donc  : 

TiiÉoRiiME   Vil.  —  Si,  pour  iitir  infinité  de  ralcms  (!<•  //,   />„  de- 

Journ.  de  Math,  ((i"  scric),  tome  Itl.  —   Isisc.  III,   11,1.7.  \^ 
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passe  une  ccvlainc  limite  inférieure  (  '  )  qui  dépend  de  a„,  7^,,  el  des 
b^,  Cl,  avec  a,=  6,c/'^i,  «2'^H+^/n  J  ''-^^  ""  nombre  rationnel, 
quadratique  ou  transcendant . 

Remarque  1.  —  Dans  le  cas  où  Y„  est  (jiiadratiqiie  pour  une  inlî- 
nilé  de  valeurs  de  n,  telles  que  (4o /^/.s)  ait  lieu,  on  [)eut  chercher  à 
déterminer  plus  exactement  la  nature  arithmétique  du  nombre  J  sup- 
posé transcendant.  S(jient 

(/,i)   j  =  i:„-f-i  :'(:,  + i:r,+...,      ¥„  =  ■(;, -^i:r;  +  i :(::+..., 

où  les  'Qi,  'Q-  sont  entiers  positifs  ^i,  les  développements  en  fraction 
continue  ordinaire  de  J  et  Y„.  Le  dévelojîpement  "C„-|-  i  iC,  +  i  ■'(.,  +  ... 
est  ])ériodi(jue;  or,  le  nombre  des  termes  de  la  partie  non  périodique 
du  développement  en  fraction  continue  ordinaire  de  la  racine, 

I  +.  . .         (A  entier  positif  non  carré  parfait), 

de 

Lx-  —  aMx  +  iN  =  o 

(D  =  ±  L,  E  =  ±  M,  A  =  M-—  LN,  L,  M,  IN  entiers,  notations  de 
SERitET,     ltgèb/-e  supérieui'e,  X.  I,  5"'"  édilion,  Paris,  Gaulhier-Vil- 

lars,  iSS"),  p.  38-/(5)  est  <  °"  ^^       +  3  -h  2A  (^)  et  la  période  a  au 


(')  On  peut  évidemment  se  proposer  de  trouver  des  limites  inférieures  plus 
précises  de  la  croissance  des  A„  à  l'aide  des  calculs  précédents;  je  ne  m'en  occu- 
perai pas. 

(-)  Soil  «,  le  ])lus  petit  entier  tel  que  (Notations  de  Serrel)  O;^^  >  |  L  1 1=  |  D  :  D„ 

»i  — -2 

et  E„  sont  positifs  pour  «>«,  ;  or  Q„,  >  "i    ■     (I.  T..  p.  3  et  '|2).  Soit/;'  le  plus 
grand  entier,  tel  (]ue  2"'"'$  |  D  |;  on  a 

loglDI 


Q^>2"'-2>|D|,  «'5  3-1- 


loR2 


Mais,  d'après  le  laisonnenient  de  Serret,  ()/(  peiU  seiileiiiciil  (ijjirnicr  (iiie  la 
partie  non  périodique  a  au  plus,  non  //,  termes,  en  deliors  de  ?[,,  mais  «,  H-  2  A 
termes  et  p„+i  <  2  y'A  pour  n  J  «,. 
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plus  2 A  termes;  enfin  les  termes  de  la  partie  non  périodique  ne  dé- 
passent pas  F  =  2  y/5  ç,  si  ç  est  la  plcis  grande  des  quantités  2  y'A,  |  L  |, 
I  M  I,  I  N  |,  les  termes  de  la  partie  périodique  ne  dépassent  pas  2  vA  =  F. 
Ici,  \„  est  racine  de  l'équation  (3,),  qu'on  peut  écrire 

T„  Y;  +  ï;,  y„  +  t;,  =  o, 

où  T„,  T^,,  T",  sont  entiers,  avec 

L  =  T„  ^  2R„o„,      -  2M  =  t;,  =  2r;,o,„      n  =  t;,  =  2R';,e„, 

A  =  M^  -  LN  =:  i(T;;  -  4 T„  T;,). 

Ceci  posé,  on  voit  que  |  J  —  Y„  |  est  limité  supérieurement  en  fonc- 
tion des  a„  -t-À„  4-  i  premières  quantités  />,,  c,,  de  a„,  de  X„,  de  A„,  et 
inférieurement  en  fonction  du  nombre  de  quotients  incomplets  que 
l'on  suppose  communs  aux  développements  (4 1)- 

D'autre  pari,  d'après  la  formule  (11),  page  [\i,  de  Serret,  quel  que  soit  n, 

et,  d'après  (4)  et  (5)  (p.  44  de  Serret),  |  D„  [  étant  entier,  on  obtient  une  limite 
supérieure  S  de  a„,  quel  que  soit  n,  en  fonction  de  L,  M,  N,  limite  applicable 
aux  «i  +  i  premiers  quotients.  Sans  trop  chercher  la  précision,  soit  9  la  plus 
grande  des  quantités  |  D  |  =  |  L|,  |  E  |  =  |  M|,  |  D._i  |  =  |  N  |  et  3  y^A  ;  on  trouve 

p„  $  2  \/5  0  =:  S. 

Il   en  résulte   que   les  quotients   incomplets   de   la   partie  non    j)ériodi(Hie   de 

E-Hv/Â  ,,  „  .  ,,.    ,.  ...  log|D|      ., 

x:=:  ■ — fT-^ —  ne  peuvent  dépassera,  et  même,  ceux  d  indice  supérieur  a  ~ ho 

t)  '  '  loga 

ne  dépassent  pas  a^A.  Ces  derniers,  comme  nombre  et  valeur,  ont  les  mêmes 
limites  supérieures  que  les  quotients  d'une  période  et  jouent,  à  cet  égard,  le 
même  rôle. 

Ceci  éclairciia  el  pciniettra  de  compléter  un  ))assage  de  mon  ailicle  <lu  /!///- 
lelin  de  la  Sociclr  Dialhcniatirjiie,  igo6,  page  3?,?,,  si  l'on  obsci-vo  ;  i"  (|iii^  v,„ 
y  est,  en  lêalité,  non  le  nombre  des  termes  de  la  partie  non  pori()(ii(|ui'  de  \„,, 
comme  je  l'ai  dit  à  tort,  mais,  à  une  unité  jjrès,  la  >  aleur  de  /(  à  partir  de  laquelle 
I),i  et  E„  sont  positifs;  3"  que  ces  v„,  termes  mil  une  lliniic  supérieure  ^  Q^'j 
(0,  (iui),  d'après  les  iiolalious  de  col  article. 
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Soient,  en  efl'et,  "(,„+,,  v^,,^^,  les  deux  premiers  quotients  incomplets 
différents  de  même  indice,  ^„,+i,  E„_n  les  quotients  complets  corres- 
pondants, p\q'i~^  les  réduites  de  Y„  :  avec  mes  notations  (/.  T.,  p.  4)) 

on  a  de  plus 

^;.<F  +  .<2F,      ?;.->(>  F)-'. 

Quand  ^;„^,  <  E„,+  ,  <  2  H',„^, ,  on  a 

•m  +  J  —  -m  +  J  -^  \  /  2  1' 

Quand  ?,„+,  >  2'^;,,^,, 

U,-^;V,â^>(4F)-'>(4F)-. 
Quand  ç„,+  ,  <  E'„,+,  =  'C+,  ^-  H',„|,, 

U,  -  ^:!.>.F.  '  ,>      >(2F)->(4F)-. 

Finaloinent,  on  a  toujours  |  ^,';,'^ ,  —  ^',„|,  |  >  ( 4  F)"'',  et 

l-l-Y«l>(4?'„:)-'(4F)-; 
enfin,  d'après  (10), 

7'„,<2"'"c;...(:;„<(2F)"', 

d'où,  tenant  compte  de  (/j:), 
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22m+',i  p2/«+3  ^  ql,.+^,x.  >  2''""^*"'""\         V  fini, 

d'après  (lo  bis).  Le  nombre  w  est  ainsi  limité  inférieurement  en 
fonction  de  A„;  comme  la  période  du  développement  (4i)  de  \„  a  au 

plus  2  A  termes,  et  la  partie  non  périodique  3  -\ — ^ — ■  +  2  A  termes, 

on  voit  que,  si  k„  est  assez  grand,  les  développements  (4i)  ont  autant 
de  périodes  communes  que  Ton  veut.  Par  conséquent  : 

Corollaire.  —  Tout  étant  posé  comme  au  théoj'ème  VII,  lorsque, 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  Y„  est  quadratique,  et  que  A„ 
dépasse  une  certaine  limite  inférieure  qui  dépend  de  a„,  X„  et 
des  bi.  Ci  (j  5a„  +  };„),  le  développement  en  fraction  continue  ordi- 
naire (^c'est-à-dire  à  quotients  incomplets  entie/'s  positifs)  de  J  est 
périodique  ou  quasi-périodique. 

Remarque  H.  —  11  existe  des  cas  étendus  où  l'on  peut  préciser  un 
peu  plus  et  certifier  que  J  n'est  pas  rationnel,  et  même  qu'il  est  trans- 
cendant. 

La  suite  des  c,  étant  donnée  et  c,^  i ,  j'admets  que  l'on  puisse  trouver 
un  mode  de  représentation  des  nombres  positifs  par  les  fractions  con- 
tinues 

b,  ft,  b, 

-f+i:--l-i:--f-..., 

Cq  Cl  C'2 

où  les  l)j,  entiers  ^  o,  satisfont  au  besoin  à  certaines  conditions,  mode 
tel  qu'à  tout  nombre  positif  N'  correspond  une  et  une  seule  fraction 
continue  de  cette  forme  :  ce  sera  le  cas,  comme  on  sait,  quand  c,-  ^  i; 
ce  sera  encore  le  cas,  comme  on  va  le  voir,  quand  on  prend  /7,^c,C/_, 
pour  J  >  o. 

En  effet,  soit  N'  un  iioinhi'e  positif,  et  la  suite  des  c,  doum'-e  :  je  puis 
trouver  A„  entier  i>ùsilil'  Irl  (juc 

(/,2)      N'-^"  =  -i<;^,        £.,>c„,         /.„  =  E(N'c.,)>o, 
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puis  />,,  ^2,  .  . .  entiers  positifs  tels  que 

, -  =  -<;r'         £i>'"n         />,  =  E(c,£„)^c,Co, 

C,  £,  C, 


On  a  £,•>  c,,  en  sorte  que,  si  la  fraction  continue  est  limitée,  le  dernier 
quotient  £„^,  =  /'„  c,";'  est  ]>  c„„, . 

Ce  procédé  donne  pour  tout  nombre  N'  >  o  un  développement 
unique  en  fraction  continue,  évidemment  convergent,  puisque  c,2i) 
a,  =  bjC'^'^i  (/.  T.,  p.  3).  Inversement,  deux  développements 

Cq  Cl  Cj  (,0  (.,  c 

avec  6,-,  ^;,  c,,  c;>o  et />,>c,c,_,,  bl^CiCi^,,  le  dernier  quotient  £„_,, 
dans  le  cas  d'une  fraction  continue  limitée  étant  >  c„_,,  représentent 
deux  nombres  distincts  ;  car,  si  N'  =  N', , 

d'où 

£o > c„,      £; >  co,     ' ^° 7 ^° '  =  I ^ô'  -  c  l< c;' ,      ^0  =  ^%> 

]N'=-  +  i:-+i:£,=  ^  +  i:-i+i:£,, 

Co  Cl  Co  C| 

—  +  I  :  £,  =  —  +  I  :  £,. 
c,  c, 

En  vertu  du  môme  raisonnement,  qui  peut  évidemment  se  continuer 
indéfiniment,  h,  =  l>\,  b.,  =  b[,,  etc.  Donc  N'  =  N',  ('  ). 

Le  développement  ainsi  obtenu  de  N'  ne  peut  évidemment  s'arrêter 
que   si    N'  est  rationnel  :  pour   une   certaine   valeur  i  l'on   a   alors 


(')  Ce  qui  précède  icsle  vrai,  même  si  les  c,  1 1  sonl  rationnels  ou  irrationnels. 
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exactement 

La   réciproque  est  vraie;  on  le   vérifie  par  la  mcrae  méthode  (') 
que  lorsque  les  Cj  sont  égaux  à  i . 

Soit  en  cfl'et  N'  =  -r-,  avec  A,  A,  entiers  premiers  entre  eux  :  les 

relations  (42),  (43)  s'écrivent 

Ac„     -A,i.„=A,=  ^i^<A.,         s„=^-». 


A,c„c,-A,^  =  A,=  ^<A„         s,  =  ^ 


Les  Ao,  A3,  ...  sont  des  entiers  positifs  ([ui  ne  peuvent  diminuer 
indéfiniment  :  l'un  deux  s'annule,  et  N'  se  représente  par  une  fraction 
continue  limitée.  Donc  : 

Dans  le  mode  de  développement  en  fraction  continue  défini  par 
(42)  et  (43)j,  les  Cl  étant  entiers  >  o,  les  irrationnelles  sont  carac- 
térisées par  un  développement  en  fraction  continue  illimitée. 

Supposant  que  le  développement  J  =  </„+  i  : o,  +  i  :<:/.  +  .. .  satis- 
fasse aux  conditions  (42),  (  'l'j),  il  en  est  de  même  de  Y„,  ((ui  n'est  pas 
rationnel.  Dès  lors: 

Théorème  YIIL  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  VU,  lorsque 
l'on  a  bi^CiCi_,  (/  =  1 ,  2,  . . .),  ,1  est  quadratique  ou  transcendant; 
par  suite^  si  k,^  satisfait  aux  conditions  du  corollaire  précédent,  le 
développeme/it  en  fraction  continue  ordinaire  de  J  est  périodique 
ou  quasi-périodique. 

On  peut  dans  certains  cas  préciser  un  peu  plus.  Ainsi  : 
Corollaire  (^).  —  Tout  étant  posé  comme  au  théorème  Vllf,  J  est 

(')   Seiuikt,  Algèbre  siipihiciirc,  l.  I,  5-^^  édition,  i883,  |).  7. 

(')   Voici  des  indications  sur  la  démonstration. 

l'oiir  le  développement  en  fraction  continue  du  lvpe(4'.'.)i  (/'|.5)d"une  iiralion- 
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Iranscendanl  quand  Von  a,  pouf  une  injinitc  de  valeurs  de  i, 

/^>o^(c„c,  ...c,_,)-c,-, 

si  grand  que  .sort  a.  Ceci  est  le  cas  quand  les  c,  sont  tous  limites  et 
que  bi  >  a'  pour  une  infinité  de  valeurs  de  i. 

Si  de  plus  k,i  satisfait  aux  conditions  du  corollaire  du  lltèo- 
rènie  Vil,  le  déi'eloppenient  en  fraction  continue  de  J  est  quasi- 
périodique. 

VI.  —  Autre  forme  de  fractions  continues. 

Au  lieu  d'envisager  des  fractions  continues  de  la  forme  J,  on  peut 
aussi  considérer  les  fractions 

(44)  ^^  =  «""^7^V     ' 

'^''^  g-i-^ . .  _ 

que  j'écrirai  plus  simplement  (les  confusions  de  notations  étant  faciles 
à  éviter) 

K  =  ^  0  +  /'  f  :  ,i'- ,  +  /'  2  :  ir .  +  •  ■  •  • 

On  les  ramène  de  suite  aux  fractions  J,  car 

i,'„  4-  A,  -.g,  +  h.,:  g.  =  go+  \  -.g,  A,'  +  I>jt,'--g2 

=  i;„  +  I  :  ,i;- ,  A; '  +  I  :  g-,  h ,  A;  ' , 


nelle  quatlialique,  les  calculs  de  V Algèbre  supérieure  de  Serret  (t.  I,  i885, 
5"  édition,  p.  38-^5)  se  conservent;  mais  P„Q;;'  devient  une  pseudo-réduite,  et 
l'on  ne  sait  plus  si  les  D„,  E„  sont  entiers.  La  formule  (i  i),  page  42-43,  et  les  for- 
mules Cl)  et  (5),  page  44  de  cet  Ouvrage  donnent  pour  n  assez  grand,  d'après 
ma  formule  (7), 

2v/Ârt-'>D„>|Dc„^c^...c;^_,  |-',         D„>o,         |K„|<v/Â, 

et  même,  que!  que  soit  «, 

{■?.  v/A  -h  I  0  1)^;'  >  D„>  I  DcJcJ . .  .  cl_,  |-'  ; 

ceci  limite  b,,^-.  a i,c„  en  fimclion  de  v^A,  |  r)|,  c^,  ...,  c„_,,  c,,.  Si  les  c„  sont 
jiniitt'-s,  />„<()",  où  f)  est  une  constante  convenable. 
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Finalement, 
(4"3)  K  =  a„+ I  :«, -h  I  :a2  +  . .., 


(46) 


ht/i,.../i,„^ 

2»          o2' 

'    hji,.  ../,,„    ' 

hJi,..    Il,,, 

h,  h-, 


^0  —  SOI 
o,  =^  iS,  h~ 


Les  deux  fractions  (44)  et  (45)  ont  mêmes  pseudoréduites,  et  sont 
par  conséquent  à  la  fois  convergentes  ou  divergentes  :  on  peut  aussi 
écrire 

(47)  «<•  =     hji,^,_...    ^' '  ^'' "'■-'  =  ëië^- ^K  ■ 

Ces  formules  permettront  d'appliquer  les  résultats  précédemment 
trouvés  pour  le  cas  où  les  a„,  sont  rationnels  >  o  aux  fractions  con- 
tinues (44)-  Je  me  bornerai  à  quelques  indications,  en  supposant  ^„ 
rationnel  >  o,  et  les  ^if,,  /t,-  entiers  positifs  pour  i  >>  o. 

Il  n'y  a  qu'à  se  reporter  aux  formules  (i4)  et  (17),  en  observant 
que  /',  et  c,  n'y  sont  pas  forcément  premiers  entre  eux,  et  posant 

/',  =  xr, /',- 1  /',_, ....  ("1=  hihi  ., . . . , 

pour  obtenir  des  conditions  très  générales  suffisantes  quand  on  veut 
que  K  soit  un  nombre  transcendant  de  Liouville  (').  Mais  je  me  con- 
tenterai de  faire  une  application  des  théorèmes  I  et  suivants. 

Première  rlassijieation.  —  ,Je  suppose  que  la  suite  des  A,  soit 
d'ordre  5(/f|,  p,  )  plus  petit  que  rordre(A-,  p)>(3,o)dela  suite  des  g-,-, 
et  je  prends  pour  g^  une  valeur  [)rincipale.  On  a  «,  =  i/C^', 

yiiiii^^iA'f  S      (^r^'-.xiy '''<', Si  -  i)''p'"^  <(',(;/)?-"; 

(')  C'est   ici    le    lic-ii    de   rappeler   ipie    (  I.Kiii-NoiiE,    /ilcnie/Us  de    Géométrie. 

9'  édition,  Paris,  F.  iJidot,  i8ia,  .Noie  iV,  p.  f.çfO,  lemine  l  et  O.  Stolz,  AUge- 

nieine  Arithnielik,   t.   II,  p.  297)  K  est  irrationnel  si,  à  partir  d'une  certaine 

valeur  de  «',  Itj'^gi-  K  est  alors  convergent,  car,  d'après  (47),  a,  ou  «,_,  est  >  1. 

Joiirn.  de  Malli.  (6*  série),  tome  III    —  F-isc.  IH,  1907.  4  ^ 
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il  suffit  en  effet,  prenant  (A,,  p,)f  (/i,  p  —  4^)) 

pour  /  assez  grand,  ce  qui  est  une  conséquence  de  (20  bis).  Les  cas 
limites  où  l'ordre  des  s^;  est  (A-,  =c)  avec  A-^3,  ou  même  est  infini  se 
traitent  sans  difficulté.  D'après  les  théorèmes  I,  IV  et  V  : 

Théorème  IX.  —  La  frardon  continue 

go+h,:g,-^  h.,:g.,+..., 

où  g„  est  rationnel  >  o,  <?/  les  g;,  A/  sont  entiers  >  o,  est  un  nombre 
transcendant  de  Liouville  lorsque  l'ordre  de  la  suite  des  gi  dans  la 
première  classification  est  X3,o)  ef^  l'ordre  de  la  suite  des  A,- 
supposé  plus  petit  que  +  ce. 

Deuxième  classification.  —  Je  suppose  Tordre  des  gi  plus  grand 
que  (/f,  p)  >  (2,1),  et  (A-,  p)  >  (A-,,p,)  qui  est  plus  grand  que  l'ordre 
des  /?,  supposé  non  infini.  On  a,  on  prenant  pour  g^  une  valeur 
principale, 

h,lg>e,{i%         c.<e,Xi?<-^y  <  e.fi^O 

(rj  comme  i),  car  il  suffit 

prenant  A,  =  2,  il  suffit,  quand  i  est  assez  grand, 

logi  4-  c%_,(i^>-^')  <  2  e,„_,(/P.-')  <  ?,,_,(/?.); 
pour  A,  =  2,  ceci  a  lieu;  pour  A,  >  2,  il  suffit 

ce  qui  a  lieu  pour  A,  =  3,  etc. 

D'après  les  ihéorènies  III,  IV  et  V,  on  conclut  : 

Théohéme   X.  —  La  fraction  continm- 

g„  +  h,:  g,^  h.:  g.,+..., 
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OÙ  «■„  est  valionnel,  et  les  g^,  It^  sont  entiers,  est  un  nombre 
transcendant  de  Liouville  lorsque  V ordre  de  la  suite  des  g^  dans  la 
deuxième  classification  est  ^  (2,1)  et  plus  grand  que  l'ordre  de  la 
suite  deshi  supposé  pi  us  petit  que  4-  as. 

On  pourrait  encore  chercher  des  exemples  de  fractions  continues  (44  ) 
qui  sont  des  nombres  transcendants  de  Liouville,  sans  que  les  deux 
théorèmes  ci-dessus  leur  soient  applicables,  ou  faire  d'autres  applica- 
tions des  théorèmes  I  à  V  et  de  leurs  corollaires  ;  mais  je  ne  m'y  arrête 
pas 

Je  dirai  toutefois  encore  quelques  mots  du  cas  où  (44)  est  périodique 
ou  quasi-périodique. 

On  dira  que  K  est  périodique  lorsque  les  suites  des  gi  et  des  /i,-  sont 
périodiques;  si  les  deux  périodes  ont  chacune  yo  et  ^  termes,  soit  2  /■  le 
plus  petit  commun  multiple  pair  àc  p  elq;  les  deux  suites  admettent 
toutes  deux  une  période  de  ir  termes.  Alors 


>  /4-2 


A,+;,-l/i,+;,-3.   .  .  ., 

<■  ~7r.        7, '  —  ^i^h 

''i-t-ir"i-nr-i-  ■  • 


'~  lu^,rl',J,.-<...li,^,  '  ^"^"^'"^  ^"  'l^'-'-'^î/-  les  termes  de  la 
période  des  h„  ;  A,^, ,  A,^,, . . . ,  A,^^,.  représentent  ces  termes  dans  l'ordre 
"1/'  "ly+D  •  •  • ,  vjo;.,  /),, . . . ,  y]y_,  :  À,  est  ainsi  susceptible  des  deux  valeurs 
inverses  l'une  de  l'autre 

(^uand  À'  =  A''  =  i ,  a,^.,,  =  r/ ,,  et  (45  )  est  périodi(|uc  :  ce  sera  le  cas 
en  particulier  «juand  p  et  q  sont  impairs,  caries  o-,  et  les  A,  admettent 
une  période  de  /•  Iciines,  où  r  est  impair  =  a^H-  i,  et 


La  suite  des  «,('t  la  fraedon  continue  (4.5)  onl  alors    uih-  période 
le  -11-  termes. 
On  passe  de  là  au  cas  où  (44)  est  (piasi-périodicpi..,  un,,  iulinité  des 
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systèmes  de  périodes  ayant  tous  dans  leur  période  un  nombre  impair 
de  termes  :  (45)  est  quasi-périodique  (').  On  déduit  de  là  le  moyen 
d'appliquer  les  théorèmes  YIl  et  ^'I1I  et  leurs  corollaires  aux  fractions 
continues  (44)  :  je  ne  m'y  attarde  pas. 

(')  Sous  certaines  conditions  évidentes  relatives  au  nombre  de  termes  de  la 
partie  non  périodique  des  deux  suites  des  gi  et  des  /(,. 


Bourg-la-Reinc,  mai  1907. 
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Formules  relatives  aux  nombres   de  classes 
des   formes   quadratiques   binaires  et  positives; 

Par  31.   G.  HUMBERT. 


Hermite,  dans  sa  Lettre  à  Liouville  (')  et  dans  un  Mémoire  ulté- 
rieur ('),  a  donné  une  méthode,  relativement  élémentaire,  pour  éta- 
blir les  résultats  classiques  de  Kronecker  sur  les  nombres  de  classes. 
La  méthode  d'Hermite  repose  sur  les  développements  en  séries  trigo  ■ 
nométriques  de  certains  quotients  de  fonctions  thêta;  il  m'a  semjjlé 
que  sa  souplesse  permettrait,  non  seulement  de  retrouver,  comme  l'a 
fait  l'illustre  géomètre,  des  formules  déjà  connues,  mais  d'en  obtenir 
de  nouvelles. 

C'est  à  cette  recherche  qu'est  consacré  le  présent  Mémoire,  divisé 
en  deux  Parties. 

Dans  un  premier  Chapitre,  je  rappelle  ou  j'établis  les  développe- 
ments en  séries  de  Fourier  qui  seront  le  plus  fréquemment  utilisés 
dans  la  suite. 

Le  second  Chapitre  apporte  un  complément  direct  soit  aux  forumles 
initiales  de  Kronecker,  soit  à  celles  qu'il  leur  a  ajoutées  plus  tard. 

Le  troisième  se  rapporte  à  des  formules  d'une  nature  difl'érente,  que 

(')  Comptes  rendus,  l.  I^lll;  Journal  de  Lioucillc,  2'  série,  t.  \II;  OEuvres. 
l.  11,  p.  109. 

(^)  Comptes  rendus,  t.  LV  ;  Journal  de  Liomille,  2"  série,  t.  I\;  Œucres, 
l.  II,  p.  2^2. 

Journ.  de  Math.  (O*  série),  loine  III.  —  Kasc.  IV,  1907.  ~\A 
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j 'appelle /or/nM/eif  du  type  de  Liouville,  parce  que  ce  géomètre  en  a 
fait  connaître,  sans  démonstration  d'ailleurs,  les  premiers  exemples. 

Dans  le  quatrième  Chapitre,  je  donne  des  relations  où  figurent,  avec 
les  nombres  de  classes,  certaines  représentations  d'un  entier  par  la 
forme  x^  —  ly-  :  c'est,  je  crois,  la  première  fois  qu'on  voit  apparaître 
une  forme  indéfinie  dans  les  applications  des  fonctions  elliptiques  à 
l'Arithmétique.  En  particulier,  je  retrouve  et  j'établis  un  résultat 
indiqué  par  Stieltjes,  sans  aucune  démonstration,  dans  sa  correspon- 
dance avec  Hermite. 

Après  un  cinquième  Chapitre,  consacré  à  une  digression  arithmé- 
tique, le  sixième  Chapitre  donne  des  formules  où  interviennent,  à  côté 
des  nombres  de  classes,  les  minima  des  classes  de  même  discriminant, 
ou  les  carrés  de  ces  minima. 

La  deuxième  Partie  a  trail  tout  entière  aux  applications  de  la  trans- 
formation du  troisième  ordre,  combinée  avec  la  méthode  d'Hermite. 

J'y  montre  comment  les  formules  établies  dans  la  première  Partie 
permettent,  non  seulement  de  démontrer,  mais  encore  d'étendre,  les 
relations  entre  les  nombres  de  classes  qui  ont  été  déduites  de  la  multi- 
plication complexe  de  la  fonction  modulaire  liée  au  tétraèdre;  j'ajoute 
ensuite  des  relations  d'un  autre  caractère,  que  je  tire  de  développe- 
ments nouveaux. 

Je  pourrai,  dans  un  Mémoire  ultérieur,  apporter  quelques  complé- 
ments aux  belles  formules  que  M.  Gierster  a  rattachées  à  la  fonction 
de  l'icosaèdre;  mais  je  n'ose  espérer  que  la  méthode  d'Hermite  con- 
duise à  des  relations  telles  que  celles,  si  profondes  et  si  générales,  qu'a 
fait  connaître  M.  Hurwitz,  dans  son  étude  des  correspondances  modu- 
laires. 

Observation  générale.  —  Dans  tout  le  Mémoire,  je  désignerai 
par  F(N)  le  nond^re  des  classes  binaires  positives  de  discriminant  ?s  et 
de  l'ordre  propre,  c'est-à-dire  où  les  deux  coefficients  extrêmes  ne  sont 
pas  pairs  tous  deux;  F,(N)  sera  le  même  nombre  pour  les  classes  de 
l'ordre  impropre  (où  les  deux  coefficients  extrêmes  sont  pairs).  Il  n'est 
rien  supposé  sur  la  primitivité  des  formes,  c'est-à-dire  qu'une  classe . 
de  discriminant  N,  de  l'ordre  propre,  et  dont  les  coefficients  ont  un 
diviseur  commun  impair,  compte  pour  une  unité  dansF(Nj;  de  même 
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une  classe  de  Tordre  impropre,  dont  les  coefficients  ont  un  diviseur 
commun  quelconque,  compte  pour  une  unité  dans  F,(N). 

Toutefois,  selon  les  conventions  ordinaires,  dans  F  ou  dans  F,,  une 
classe  équivalente  à  a(x--hy'-)  compte  pour  j;  dans  F,,  une  classe 
équivalente  à  a(2.x-  -t-  2xy  -+-  -jy^)  compte  pour  {. 

On  posera  aussi 

F(N)-f-F.(N)  =  G(N), 

de  sorte  que  G(N)  est  le  nombre  total  des  classes  de  discriminant  N. 
Toutes  ces  notations  sont  conformes  à  celles  de  Kronecker  etd'Her- 
mite;  on  fera  également  partout 

F(o)  =  o;         F,(o)  =  -^. 

On  posera  enfin,  pour  simplifier, 

F(N)  +  3F.(N)  =  J(N), 
F(N)-3F,(N)  =  I(N), 
F(N)-    F,(N)  =  K(N), 
et  l'on  aura 

J(o)  =  --:,         I(o)={,         F(o)  =  ^. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


CHAPITRE  I. 

PRINCM'AIX    DlîYEI.Ol'PEMEMS    EN    SÉRIES. 


1.   Notations  adoptées.  —  Pour  rester  en  harmonie  avoc  l(>s  pre- 
miers travaux  d'Ilermitc,  je  poserai,  en  altérant  légcrcmenl  les  nota- 
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lions  de  .Tacobi, 

Q,(x)  =      yq"''e-""'^  =1+2  ^q'"' COS2.7HX, 

—  =0  1 


C'm-i-li' 


H,(^)=    y^     *     g(2m+i)ix  =2V^     *     cos(2TO  +  i)a;, 

—  «  0 

Vi{x)    =-.y  q     *     (_i^'«e;2;«+.)<>  =  o  V  ^     *     (  — i)"'sin(2/H  +  i)x. 


Je  désignerai  par  0,,  0,  rj,  les  valeurs  des  trois  premières  fonctions 
pour  X  ^  o;  par  r{  la  quantité  H'(o)  : 


On  sait  que  •/)'=  y],  Ô,  0. 

Les  relations  quadratiques  entre  les  quatre  fonctions  s'écrivent  : 

0-H=  +  0;H;  -  yi;0;  =  o,         0=0^  —  e;0;  -t-  y;;H;  =  o, 
0=H;  +  0;H^  -  yj;0-  =  o,         0-0;  -  O;0-  -h  rj;H^  =  o. 

La  ti'oisième,  pour  x  =  o,  donne  la  formule  classique  0|  =  0'  -t-  •/]*. 
Rappelons  aussi  les  formules 

0,  ('x'+j)=       0(x),         0  ('x' +  J)  =  0,  (-r), 

H,  {x  +\)^-  H(x-),         h(x-  +  J)  =  H,  (x-), 

cl,  si  Ton  pose 

_  X 

q  =  e"'\  A  =  e-'-^y    \ 
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les  relations 


0  (x^-^^i'kn  {x),         H  fx+-)=i\Q  (x). 


Enfin,  on  a 

Q^(x,-q)=@   {x,q),  Q  (x,  -  q)  =  &,{x,  q), 

H,(x-,  -  ^)  =  H,  (x,  q)e'^,  H(x-,  —  ^)  =  H  (./;,  q)e~ . 

2.  Les  relations  différentielles  classiques  s'écrivent  : 

H'0   -H0'  =O=H,0,,         0'H,  -0H',   =O;0,H, 
H'H,-HH,  =  ri;0,0,  0'0,   -00',    =y];H,H, 

H'0,  -H0',  =O;H,0,  0,  H,  -  0,H',  =  O-0H. 

Si  Ton  désigne  par  0'^,  6",  yjÎ  les  valeurs  des  dérivées  secondes  de  0,, 
0,  H|,  pour  X  =  o,  c'est-à-dire 

6';  =  -  ^y^n^q^^•\         0"=  -  kj^i-  iy"m^"'\ 

T;\  =  -y^{im  +  iyq   '   , 

on  déduit,  des  relations  différentielles,  les  formules 

yj,o';  -  0,  v;  =  ri,  0,  OS      T^,  0"  -  Oy)';  =  r).  oo;,      o,  O"  -  oe;  =  oo,y];. 

5.  On  trouvera,  dans  le  second  travail  d'Uerniite  mentionné  ci- 
dessus,  les  développements  en  séries  de  Fourier  des  cjuotients  des 
quatre  fonctions  tlièta  prises  deux  à  deux,  ainsi  que  ceux  des  expres- 
sions telles  que  IIIl,  :  0,  qui  contiennent  en  dénominateur  une  do  ces 
fonctions  et  en  numérateur  le  produit  de  deux  autres. 

En  dérivant  les  premiers  développements,  on  obtient  àù^  formules 
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'«■«^  =  ■'.1:-    ,.,- 


Y];  0 ,  u  -^^  =  /(  >^ 2 m      '    —  sin  2 mx^ 
00 


(0 


'ri'J^i^^TÏT    =  ^T 1-4   X2W  — ^ r-COS2«2.r, 

"     '        H-  bura-  ^  .^J  I -f- (7*'" 

0 

^^■n.Q-rrr  =  i  ^(2m-h  i)     '^    '„„^,  sin (-.im  +  i)x, 


110 


\  0 

Les  autres  formules  du  même  type  se  déduisent  de  celles-là  par  les 
changements  de  x  en  x  -\ — >  et  de  çr  en  —  q. 

4.   On  établit  aisément,  par  la  méthode  indiquée  plus  bas(n''  5),  les 
formules  suivantes  : 

—  4  V(_  iy"+V/"'M  y   '— 3y   *  +  ...+  (— i)"''(2/rt  —  i)iy        *     Jsm2ma;, 


(^)< 


,0.0 


H, 0,0         cos.r 


=  4V(_,)'-'y- 


[q  '  +  ...  +  (- 


i)"'-'(r!m  — i)5r 


cos(: 


m-\-i)x. 


En   y  changeant   r  en  x- -l-  ->  on  obtient  les  développements  des 
deux  autres  expressions  analogues 

r,  aH0H,  ^  f.   ,1100, 

"^/J|^^-0|-         et         -/liO.O-jjy-- 

S.  Démonstration  de  la  formule  fondamentale  d'Hcrmite.  — 
Cette   formule  est  celle  qui  donne  le   développement  de  H-©,:©-. 
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Hermite  l'indique  sans  démonstration;  il  est  facile  de  l'établir  par  une 
méthode  due  à  Liouville  et  utilisée  par  Biehler  dans  sa  seconde 
Thèse  ('). 

On    considère    simultanément    les    deux    fonctions    H-0,  :0-   et 
0-H,  :H-,  dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première,  à  un   facteur 

exponentiel  près,  par  le  changement  de  x  en  x  H • 

On  a 

— — ^  =  \  A,„cos2ma;, 

0 

car  le  développement  de  Fourier  peut  se  faire  dans  une  bande  paral- 
lèle à  l'axe  des  quantités  réelles,  et  dont  les  deux  lignes  frontières 

passent  parles  points  —  et >  zéros  de  0(a;);  de  plus,  la  fonction  à 

développer  étant  paire  et  ayant  la  période  tt,  il  ne  figurera  que  des 
cosinus  de  multiples  pairs  de  x. 

La  fonction  paire   0-H,  :  H^  devient  infinie  pour  x  =  o,  le  terme 

principal  est  Aj  — ^>  c'est-à-dire  —  ; — p-;  il  en  résulte  que  la  fonction 


@Hl, 1 1 

H^  Oi^î  langxsiiia; 

n'a  pas  de  pôles  dans  la  bande  ci-dessus;  comme  cest  une  fonction 
paire,  changeant  de  signe  quand  on  change  x  en  x  -h~,  on  aura 

('=')  ■^l'^î-TTr'- =  ; —■ i-y  B„,cos(2m -1- i)x 

0 

et,  par  ce  qui  précède, 

(1^)  yi,0;-qP  =2A„cos2mx. 


(')  Sur  les  développements  en  séries  des  fondions  doiiblemeiU  périodiques 
(le  Iroisième  espèce.  l'aris,  Gaulliier-Villars,  1879. 
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Changeons,  dans  (a),  x  en  x  -\ ,  il  vient 


lane  \  .r  -\ sin  [  x  -\ 

(y)  '^       "  " 

I  +y  B,„  cos(2m  +  i)  (a;H 


Or 


et,  par  ^  =e''^'',  on  trouve  aisément 

I  -qe^'^'-^i   f  —  2i\lqe'-' 


T.~\  qe^''^  —  I   V    1  —  qe^'-^ 


=  —  2  \'qe'-^  (l  -h  qc^'-^) 

X  [i  +  2qe-'"'-h...-{-{rn-i-i)q"'e-"''''-\-...]. 
De  même 

B,„cos(2m  +  i)  Tx  +  ^)  =  ?f  [e""'  -^)'^q~^^  p-(=m+i)<x^       ^^ 

Portons  CCS  valeurs  au  second  membre  de  (y);  dans  le  premier 
membre,  remplaçons  y],GJH"0|  '.0-  par  son  développement  ((3),  et  éga- 
lons les  coefficients  de  gi^»'-')'^  et  g-'-'"-')'-^  dans  les  deux  membres.  Il 
vient 

_1  î/n  — 1 

A„,^  '=-4  v/^(2w  — !)?"'-'+ B,„_,<7   '    , 

1  2/11  -  I 

_i  _t 

Toutefois,  si  m  =  I,  on  a  Ao^  '=iB„^  ■. 
L'élimination  de  B,„_,  donne  la  relation  de  récurrence  : 

1 
( â)  A„,  =  A„,„ ,  q-"'- '  -  4 i  2 m  -i)q""'\ 
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toutefois 

Posons  A„,  =  X,nq"''  ;  on  a,  clans  (o)  et  (t), 


-k.=  A-,„_,  —  /i{9.m  -i)q 

On  en  lire  imniédialcnicnl 

.l,,„=  2.1,0- /ia,„, 
étant  posé 


='-/«==  '7   '+  3  y   ■'  +  ...-+-(  2  /?2  —  I  )  y        *     . 

De  là  résultent,  par  les  valeurs  de  A,„  et  B,„,  les  deux  développe- 
ments suivants,  où  l'on  a  remplacé  ,l.o  par  4''», 

I         f,.,  II-0|  .    r\    /■      \  V^      m« 

l'^rK-Qï-  ^X^^{x)  —2^q    a,„cos2mx-, 
1 

La  première  de  ces  formules  a  été  donnée  par  Hermite  {^Lellve  à 
Liouvillt'). 

(i.  Rfinarqui'.  —  A  priori,  la  mélliddc  suivie  devait  laisser  dans 
les  développements  un  terme  indéterminé.  (]ai',  en  cliercliaut  à  déve- 
lopper (H"  +  [A0-)0,  :0^  et  (0-+  p^II')!!,  :  11',  ou  est  coudait  exac- 
tement aux  mêmes  é(piations  que  ci-dessus  pour  les  A,„  et  les  B,„, 
(pielle  que  soit  la  constante  pi;  donc,  dans  le  développement  de 
IP0,  :0-,  par  exem[)ie,  il  devait  ligurcr  un  terme  ai0,,  dont  la  uié- 
lliode  ne  pouvait  donner  le  coeflicient  .1,. 

7.   DclvniiiiKttioii  de  -l,.    -  C'est,  dans  la   théorie  d'Ileruiile,   le 

Juurii.  de  Afitl/i.  ((i' série),  loine  III.  —   l'asc.    1\,   1.107.  '(  > 
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point  fondamental  où  apparaît  le  nombre  des  classes.   Nous  présente- 
rons le  raisonnement  d'Hermite  de  la  manière  suivante. 

On  a  (Hermite,  Comptes  rendus,  t.  LV,  et  Œuvres,  t.  II, 
p.  242-244)  les  développements  : 

„  2m +  1 

0 

0,-^  =  2^^     '      (i -f- 2^-' -I-...+ 2^~'"')sin(2/n -M)a;. 

Multiplions  membre  à  membre  ces  deux  relations,  et  égalons,  dans 
les  deux  membres  nouveaux,  développés  en  séries  de  Fourier,  les 
termes  indépendants  de  x. 

Au  premier  membre,  le  terme  cherché  est  -v.  ;  au  second  membre,  en 
vertu  de  la  formule  2sinaa;sin6^  =  cos(a  —  b)x  —  cos(a  +  b)x,  ce 
sera  la  somme 


\  +  iq   *+...+  -iq   '"'). 


"( 

On  a  ainsi 

'"  =  "    V-  =  +'"      j,„  +  i       Cim  +  i 

.'.=  2  2?=  ■  ' 

--^ 

m  =  0    lJ.=-m 

4N  +  3 

[l-f-î-"'-''4-...+^P'-"'-^"- 


Posons  <JU  ^V^f   *   /(4ÎN^- 3),  et  cherchons  à  déterminer/;  N  est 

évidemment  un  entier  variant  de  o  à  +  30. 

On  a,  en  vertu  de  Texpression  ci-dessus  de  -l.,  à.  poser 

(E,  )     4  N  4-  3  =  (2///  +  i)-^  -h  2(2m  -t-i)  -+-  4p(2  m  +  i)  —  ^u? 

et/(4N  -t-  3)  est  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (E,),  avec  les 
conditions  m>o,  pio,  —  m<[j.<w. 
l'écrivons  (E,) 

(E)  4N  -I-  3  =  (2m  -t-  I)  {■lin  4-  4p  -1-  3)  —  4u.- 
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et  considérons  la  forme  o  positive,  et  de  l'ordre  propre, 

ç  —  (2/n  -I-  i)j?-+  4  \^^y+  ('iTH  -+-  4? +  3)7-  =  ax'-  -\-  ibxy+  cy^, 

dont  le  discriminant,  par  (E),  est  4N  4-  3.  On  a,  par  ce  qui  précède, 

(T)  c'p-a,     mod  b  <C.  Cl,     6 pair,     a  et  c  impairs; 

et  il  y  a  autant  d'unités  dans  /(4N  +  3)  qu'il  y  a  de  formes  positives 
(a,  b,  c),  de  l'ordre  propre,  satisfaisant  aux  conditions  (I),  c'est-à-dire 
de  formes  ^. 


Pour  calculer  ce  nombre,  partons  de  la  division  modulaire  du  plan  : 
le  point  représentatif  de  la  forme  (a,  b,  c)  étant  le  point 


—  b  -i-  i  \/ac  ■ 


les  inégalités  (I)  établissent  que,  pour  une  forme  o,  le  point  représen- 
tatif est  dans  l'une  des  régions  i ,  2,  3,  4,  5,  mais  non  sur  l'arc  CABD, 
ni  sur  les  droites  CM',  DP'. 

Soit  maintenant  ç^  =  olx-  -+-  2^xy  -h  y  y-  une  forme  rcdiiilc  quel- 
conque de  l'ordre  propre,  de  discriminant  4N  4-  3;  son  point  repré- 
sentatif est,  comme  on  sait,  dans  la  région  i ,  mais  ne  peut  étne  sur  son 
contour,  car  y  =  a,  ou  2/3  =  ±  a,  avec  ay  —  p-  =  4î^-t-3,  donne- 
raient y  et  a  pairs,  et  Oo  serait  de  l'ordre  impropre. 

La  forme  ^o  (si  p^o)  a  une  équivalente,  et  une  seule,  dont  le  poiiil 
représentatif  est  so'iX.  dans  2,  soit  dans  3  ;  à  savoir  : 

ip,  =  a.x-  -^  2(p  ±  oi)xy  +  (y  it  2J3  -+-  a)^''; 
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de  même  elle  a  une  équivalente,  dont  le  poliil  icpiéscnlalif  est  dans  4 
ou  dans  5, 

9,  =  yx"  +  2  (,  -  p  ±  y) jy  +  ( Y  qr  2  p  4-  a)7^  ; 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondent  dans  •p,,  comme 
dans  Oo  :  si  [il>o,  il  faut  prendre  dans  ç,  les  signes  inférieurs  et 
dans  Oo  les  supérieurs;  ce  sera  l'inverse  si  ^  <[  o. 

Lneelune  seule  des  formes  fp^,  o,,  cp,  est  une  forme  ©,  c'est-à-dire, 
puisque  les  inégalités  (1)  sont  satisfaites  pour  toutes  ces  formes  par 
la  position  même  de  leurs  points  représentatifs,  qu'une  et  une  seule  de 
ces  formes  a  son  coefficient  moyen  pair,  et  ses  extrêmes  impairs. 

C'est  en  effet  : 

Ço  si  a  et  Y  impairs,  ^  pair  et  =  o; 
ip,  si  a  impair,  p  impair,  y  pair; 
Oj  si  Y  imj)air,  [5  impair,  a  pair. 

Ce  Tableau  épuise  toutes  les  parités  possibles  pour  a,  p,  y,  à  cause 
de  la  relation  ay  —  p-  ^  /lî^  ■+■  ^j  et  de  riiypotbése  que  a  et  y  ne  sont 
pas  tous  deux  pairs  (ordre  propre). 

Donc,  enfin,  il  y  a  aidant  de  formes  !p  que  de  réduites  de  l'ordre 
propre,  de  discriminant  4N  +  3,  en  sorte  qu'on  trouve  avec  Hermite 

/(4N  +  3)  =  F(4N  +  3), 

F(  il)  désignant  le  nombre  des  classes  de  Tordre  propre  de  discrimi- 
nant 12. 


Donc,  enfin. 


ci=>î;/"^F(4N  +  3). 


8.   On  traiterait  de  la  même  manière  les  fonctions  analogues  telles 

que  ir-]i,  ;(-)'-,  8,11,  :0-, Pour  cette  dernière,  la  détermination 

(lu  ((M'ilicient  (jui  correspond  à  X  est  un  peu  plus  difficile  et  revient 
aux  calculs  qu'a  développés  Hermite  dans  le  paragiapbe  3  de  son 
second  iVlémoire  (^(Aiavres,  t.  II,  p.  24^  et  suiv.). 
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On  obtient  ainsi  les  vingt-qualrc  formules  suivantes,  qui  se  répar- 


tissent en  trois  groupes. 


Premier  groupe. 
ci 0,-2  q'"'  a,„  cos  iinx, 


I  f.o   0'H,    COScT 


(3)     ' 


tYj.'J;  -çvtt  =  T^—. h  cl  H,  —  y  7  a,„cos(2///  -I-  i)x. 


ci  0    —  V  y'"'  a,„  (  —  I  )'"  cos  2  m  a? , 


4-i/-',-hT-  =  4ï^irï  + --'H  -2  y  a„(-i)"'sin(2m  +  i)a;. 


«m  =  9   '  +  3^    *  +  ...  + (a/n  -  i)5r        '     , 

Les  deux   dernières   formules  se   déduisent  des  premières  par   le 
changement  de  x  en  x-  -+-  -  ■ 

Si  maintenant  on  change  cj  en  —  q,  on  obtient  les  quatre  formules 


A2  »'0 


_,Ve'0  +;^y"''a,„(-i)" 


cos  2  m  a;, 


(4) 


0,   .j  "t  I2'n-Hl' 

4V]."J--Hi-  =  4-iî^.  +c^'?     H, -2,7  a„,cos(2,;.  +  ,)a;, 


4"'^     0^ 


—  A.' e'  0,  +  zly'"'°'m  cos2/nx-, 


0:,,,                       .                                        171                                    lïmH-ii- 
...      ■"  sinx  1-    Tii         V^     1 —        /         \„,    •     /  ^ 


,y  =  ci(-  q)=^c'  (-  1/  /  "  =  F(/,  N  +  3). 
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En  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  formules  où  les  premiers 
membres  ont  0-  en  dénominateur,  on  trouve 

Mais  0;H-  -h  0^H;  =  yj'G^  (n"  l),  de  sorte  qu'il  reste 
c'est  la  relation  d'Hermite  {Lettre  à  Liouville)  : 

°°  8V+3 

v  =  o 

Joignons-y  l'équation  qui  se  déduit  des  expressions  de  -A,  et  x'  : 

'JE  8V  +  7 

A  +  Ao'e"-  =:t^q   '    F(8v  +  7). 


Deuxième  groupe. 
Vf'U^^y-^—  ttî-H,— 2^^     ■•      jîl„,  cos(2m  +  i)j;, 


(5)     i 


■  ri;0,  ^*  =  iftJI  -  2Vry^^(-  i)"'3,„  sin(2/«  ^  i  )x, 

yVl'O,    -^      =    ,      '   „       +  1110    —  2y^"'X—  l)"'l^m-.  C0S2mx-, 

lîim=  q  '  +  2y  "  + . . . -H  wcf"'\  ■, 

(6)  ift>=2^'F(^'N)  =  ^iv^^nN),  ' 

en  complaul  pour  ',  loute  classe  du  type  a(x^  +JK')-  Changeant  q  en 
—  q ,  on  aurait  (piaire  formules  analoj;ues,  où  figurerait  ii',.(  —  q),  que 
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nous  désignerons  par  W  : 

011,'  =  aft,(-  ry)  =  oV  (-  i^  ^■'F(v). 


35 1 


H;0, 


Troisième  groupe. 


(7) 


4^'^.  -fp-^  =  47i^^.  -  G0,— 2^^""|3,„.,cos2ma7, 


■  f       0MI    ^. 
4       '   È»? 


:H+2^^     '      (- i)'"^,„sin(2m4-i)x-, 


.,  cos2/;î;r, 


I  0 

Enfin,  les  quatre  dernières  formules  se  déduiraient  des  précédentes 
par  changement  de  ^  en  —  q. 

î).   Remarque.  —  En  ajoutant  membre  à   meml^re  les  premières 
formules  des  deuxième  et  troisième  groupes,  on  trouve  la  relation 

c'est-à-dire  V équation  de  Kronccker  (')  : 

Oî=.i2;^r/|F(N)-F.(N)l, 

(pii  donne  le  théorème  classicpie  sur  les  décompositions  d'un  entier 
en  sommes  de  trois  carrés,  cl   d'où  l'on  di'duil   dr  suid'  li's  formules 


(')  Crelle,  l.  57,  p.  248;  Liouville,  2'  série,  t.  V,  p.  28g. 
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connues  : 

y),  0;  =  42;/"'F(4N  +  i),        ri;0.  =  42;^''''l'(4^'  +  ^)- 

0  0 

Si  Ton  admet  réqualion  de  Kronecker,  les  formules  du  troisième 
groupe  se  tirent  immédiatement  de  celles  du  deuxième. 

10..  Hcrmite  n'a  fait  connaître  explicitement  que  la  première  for- 
mule du  premier  groupe;  Kronecker  a  calculé  la  valeur  de  \\\^,  sans 
d'ailleurs  donner  in  extenso  aucune  formule  du  second  groupe  ('). 

11.  Dtheloppenie/ils  fondamen/aux.  —  En  combinant  les  for- 
mules ci-dessus  avec  celles  du  n°  4,  et  en  appliquant' les  relations  que 
fournil  la  transformation  du  second  ordre,  on  arrive  à  de  nouvelles 
formules  qui  joueront  un  râle  fondamental  dans  nos  recherches. 

Partons  des  deux  développements 


yrrjr-^  -^~M\>'ii-^2\(-i)"'q     *      p'„,  sin(2m  +  i)a;, 

1 

Je;0  ^  =       C'H+'2^(-irq^'^^:,,s\n(2m+i)x, 
1 

qui  se  déduisent  d'équations  des  second  et  troisième  groupes  par  le 
changement  de  ^  en  —  q;  S'  ests(—  q),  et  [6[„  est  ^m(  —  q). 
11  vient,  en  ajoutant  membre  à  membre, 


= /|(c'— 11!/}  H -4-  iGy(— i)'"'?     *      [3„sin(2OT  +  i)x-. 
1 

D'autre  pail,  la  première  formule  du  n"  4  s'écrit 

X  [q    ''  -  iq   '  +  ...+(—  i)'"    '  (-2///  —  ï)q         '     J  su 
(')   MonaUbcrichlc,  26  mui  1862,  p.  Soj. 


((i) 
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el  Ton  en  drcliiit,  par  addilion,  le  développement  de  la  foiiclion 

Gii(O,0.  +  ri,H.)% 

qui   est,    en  vertu  des   fornuiles  de   la    transformation  d'ordre  2,  la 
fonction 

Changeons  maintenant  x  en  ix  et  q  en  y-,  cette  fonction  devient, 
en  vertu  des  mêmes  formules  {r>oir  ci-après  n°  14), 

12.   On  a  ainsi  le  développement 
00,HH,|i 

(^)    j  +-8^(— i)"'y     '      |— 27  -+...  +  (— i)"'2/»y-""'|sin( '|/;?  +  2).f 

+  8^(— i)""*"'^""'[y  ' -H...  +  (— i)"'~'(2w— !)(/       '     Jsin4/«J:'. 

1 

On  trouverait  de  même,  ou  par  la  méthode  directe  des  n™  o- 7,  la 
formule  analogue 

oe.00.  J}| 

—  8  V  (  -  I  )'"  17- '"'  I  —  2  (/-*-(-...  -t-  (  —  I  )'"  2  W  q~  -  '"'  I  cop  '(  /» .» 

■2 

—  8y(  — iV'y     '      [y    '+...  +  (— i)"'^'(2m- 1  )y       '     J  cos(.'im+2).r. 

1 

Joiiin.Uc  Miitli.  (!)•  sciio),  Idiiii-  III.  -  l'iisc.  I\,  i<,o7.  '\0 
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D'ailleurs  on  a 

i.!.'(V/)-£'(^V)  =  ;^(-i)^/-^[F(N)  +  ;3F,(N)]  =  V(-.)V/-J(N), 

J  (N)  étant  la  fonction  dcfiiiie  dans  rintrodiiction. 

15.   Enfin  un  procédé  semblable  donne  les  formules  (lo)  et  (i  i)  : 

(lo)     /  — 4^y     '     [S^r  '  +  ...  +  (4m  -  i)5r       '     Jcos(4m  +  i)j7 

1  I 

~^^9     *      L    Ç-  '  +  •••  + (4'«  +  0?       '      J  cos(4m  +  3)j;. 

D'ailleurs  on  a 

.x(v'y)  +  e'^x'(^g)  =  22?^F(8N  +  7). 
0 

0 

(il)      ^  -42]î?     '      [    ^^'  +  ...  +  (4'»-3)y~^^]cos(4m+i)a; 

1 

—  4^5'     '     [oy  '  +  ...  +  (4w  -  i)y       "     Jcos(4m  +  3)ar. 

1 

Les  autres  développements,  du  même  type  se  déduisent  des  précé- 
dents (u°''  12  et  15)  par  les  changements  de  x  en  x  -h  -  cl  de  q  en  —  q. 

I  i .   Nous  réunirons  ici,  pour  y  renvoyer  au  besoin,  les  principales 
formules  de  la  tiansformation  du  second  ordre. 

00,  =      0  (  q-')&    (  ,iX,  q'),  HH,  =      0  (y-^  )  Il    (  2.r,  q-'), 

0;  +  0^=.  :iO.(y^)0.(2.r,  q^),  H;  -  H^  =  2O,  (y^)  II.  (.x,  y=); 
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d'où 

00,=:0=(y=),  r,;  =  20.(>y=)y].(y=),  0;  +  0=  =  20;(Vy^), 

H0-^y],(  N/^)H(:r,    V'?),  H,0.  =  i-/i,(   v'?)H.(^--,    v'?), 

0;  +  H;=    0.(  v/^)0.(^-,    v'^),      0^  +  IP=    0,(   v'^)0  (^,    Vy), 

,"H0.  =  i-/],(.-V^)H(x,  iV?),      r>"^'H,0=^T,,(iv5;)H.(x, /V^). 
CHAPITRE  11. 

FORMULES  DES  DEUX  TYPES  DE  KRONECKER. 

15.  Kronecker  a  donne  deux  sortes  de  formules,  dans  lesquelles,  aux 
premiers  membres,  figurent  des  sommes  algébriques  de  nombres  de 
classes.  Dans  les  formules  du  premier  ty[)e  (  '  ),  qui  sont  au  nombre  de 
huit,  les  seconds  membres  contiennent  des  sommes  de  diviseurs  réels; 
dans  celles  du  deuxième  type  (^)  interviennent  des  diviseurs  com- 
plexes a  -+-  bi,  c'est-à-dire  des  représentations  par  la  forme  x-  -\~y-. 
M.  Hurwitz  (')  a  fait  connaître  des  relations  analogues,  où  app.i- 
raissent  des  diviseurs  a-+-bi\j2,  c'est-à-dire  des  représentations  par 

.v--h  ly-. 

Ce  sont  des  formules  nouvelles,  se  rallachant  à  ces  deux  ty{)es,  (pie 
nons  allons  maintenant  établir. 

Complément  aux  formules  du  premier  type. 

1(>.   Nous  n'avons  obtenu  qu'une  seule  formule  de  ce  type. 
On  a  (n°'  3  et  14)  les  dével()|ipements 


(•2)  ^ii^^^JV  =*^2-7Ti^'""- 


1  +'/=  ■ 


(')  Crelle,  t.  îiT,  p.  2^8;  IÀo(i{-ilU\  ■).'  série,  l.  V,  p.  ■.Î89. 
(-)   MonalsbcrichLe.  AwW  187"). 
(')  Crelle,  t.  ilî) 
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et 

(i3)  f.  .-.H©,  =     y\q     '     (-i)     '     sin(iim  +  \)x. 

Mulliplioiis  membre  à  membre,  en  observant  (n°  14)  que 


le 


premier  mcmijrc  sera 


(■4)  ^^.(''v7J-^/J.H.0.^' 


c'esl-à-dirc,  au  facteur  .',•/],  {i\q)c'    *  près,  le  premier  membre  de  (lo). 
Donc,  dans  (i4);  en  vertu  de  (lo),  le  terme  en  cosj;  est 

(l5)  2C~^-q,{i^:q)q^^q~^F(Sv+  -). 

Ce  terme  est  dès  lors  égal  au  terme  en  cosx  obtenu  par  le  produit 
des  seconds  membres  de  (12)  et(i3  ),  et  qu'on  calcule  immédiatement 
par  la  formule  2sina  sinZ;  =  cos(a— t)  —  cos(a  +  Z^);  on  trouve 
ainsi  l'expression 

("■')    ^'i; 7T^ l//'^(-  •)''^+  g'^i- 1)'^'"'^^]. 

0 

L'ègalilé  des  quantités  (i5jet  (i(j)  conduit  à  la  forniuli' que  nous 
a\ons  en  vue. 

l']n  elTcI,  dans  (i  )),  cherchons  le  coefllcient  de  q  ',  N  étant  néccs- 
saircment'entier  et  positif.  Il  faut,  à  cet  eiTet,  poser 

8N  +  1  =  8v  +  7  +  (2x'  +  r)^+i  (x|o) 

et  le  coi'fllcii'ul  clicrché  est 

^i;(-0^^F[8N-(2.r  +  i)=]. 
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Pour  avoir  le  coefficient  de  q     *  dans  (it)),  il  faut  poser 

(17)  I  c'est-à-dire 

(  2N  =  /;?(/??, -t- 4? -1- 3),  (m,  p>o) 

et 

[         (8N  -t-  i)  =  8to'-i-  (2m'  -  r)'  -f-  TÔm'p', 

(i8)  <  c'est-à-dire 

(  2N  =  w2'("2'-i- 4p'+ ');      ('"')  p'â'i) 

et  le  coefficient  cherché  est 


On  reconnaît  sans  difficulté,  à  l'aide  de  (17)  et  de  (18),  que  celte 
expression  est  égale  à  la  somme 


-42°(-o   " 

étendue  aux  décompositions  2N  =:  0  â,,  011  0  <^  o,  ;  0  et  5,  étant  positifs 
et  de  parités  différentes.  De  là,  la  formule  finale 


('<•')    2;uTTT)ï'f^^-(-^-+')=]=-2nra 


où  Fou  a  inlroduil  le  symbole,  (  -  j>  de  Jacohi;  la  somme,  au  premier 

membre,  porte  sur  les  valeurs  positives  entières  dé  a;,  à  partir  de  o,  telles 
que  8N  —  (ax-  -i-  i)-  ne  soit  pas  négatif;  la  somme,  au  second  membre, 
s'étend  à  toutes  les  décompositions  en  facteurs  2N  =  oâ,,  0  et  0, 
n'élanl  pns  de  même  |)arité,  et  0  étant  inférieur  à  §,. 

17.  li'inarqiies.  —  1"  La  formule  (  uj)  ne  parait  pas  rentrer  dans 
les  formules  classicpies  l-VIll  du  premici'  l\  pe  de  KroneckiT. 

2"  Si  Ton  parlait  des  déveloiipements  (n"-  5  et  14-)  de  110,  :  0-  et 
de  H,0,;  en  utilisant  alors  ré(|uatioii  (8),  au  lieu  de  ré({ualion  (10), 
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on  oblioiidrail  (]q  môiiic  une  relation  où  iii^iite  la  l'onclion  .),  el  (|iii 
coïncide,  aux  notations  près,  avec  la  formule  YIII  de  Ivronecker. 
INotre  formule  (19)  se  présente  donc  comme  l'analogue  de  celle-ci. 

Nouvelles  formules  du  second  type. 

18.  Les  développements  en  série  qui  vont  nous  servir  sont  ccu\  de 
fonctions  telles  que  H'H,  ;  0. 

Partons  de  la  formule  d'Hermitc  (') 

-T^,-^  =  y^q'"  \q      -h...+q  /  smimx; 

et  dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  jj. 

Au  premier  membre,  en  tenant  compte  des  relations  différentielles 
du  n°  2,  on  trouve 

d'où  l'on  tire,  en  utilisant  la  première  formule  (3),  la  relation 

(20)  i-^,ii^  =  .i,0,+2'/"'l(2'"->:)'7^'+(-^'«-3)7"'+. ..+'/"  "  J 
1 

On  trouverait  de  même 
e',0 


C0S2/»i'. 


I    I        w ,  w  T     /  T I  V    — » — 

!  X  imq   ''-i-(m  —  i)q   "-{-... -\- q        '      J  cos(2//«  +  i)x', 

'  X  [lim  +  I  4-2(2/;/  —  Jj^'^  2(2/// —  3)y     '  +  ...+  2  y    '"   |(os(2///  "f-  i)./', 

(')   ConipLes  rendus,  l.  LV,  p.  i  r  ;  Olùivrcs,  t.  Il,  p.  i^i- 


(.3) 
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^0,^',^''  =  ,i!>e.  +  7Cos2.r  +  2Vy"— >' 

X  [  '-^^-^'^  +mq-'  +  (  m  -  i)q  "  +  ...  +  (f'"\  cos(2m  +  ^)x. 

19.   Cela  posé,  faisons  ,r  =  ^  dans  les  formules  (20)  à  (23).  On 
trouve  directement,  et  en  utilisant  ensuite  les  formules  du  n°  14-, 


.4 


(2/,)    Q(f\=Q(r\  =     V(_i)"'y-==0(^')  =  v6(r)^.(>y\). 


(2.5)   H,f?)=H(?)  =  ^_v?  '    (-0  '   =^^'-fi.(9')=^s/Hry^>{r)- 

Dès  lors,  la  substitution  x=j  faite  dans  (21),  par  exemple,  donne, 

4 

au  premier  membre, 

On  a  ainsi,  en  remplaçant  ©',  (7)  par  son  développement,  la  re- 
lation : 

(26)     )      =        i;?'^(->)''^x27'^\-i)^F(4v  +  3) 

-2^]?     '      *^~ '^     '      1/'^'?    '4-(m-i)9'    '+.    .  +  ?        '      J. 
<  1 

Égalons  les  coefficients  de  q^  dans  les  deux  membres  de  (2())  : 

i"   i\  pair.  Il  n'y  a  pas  de  terme  en  q^  au  premier  membre;  au 

second  membre,  si  l'on  pose  N  =  2N',  ce  Lerme  a  pour  coefficient, 

comme  le  donne  un  calcul  facile. 


->^F[HiN'-(2///  +  i)^l(-i)     '      --^^H-')' 
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la  seconde  somme  s'élondant  aux  décom[)osUi()ns  en  faelems  iiN  =  oo,, 
où  6,  et  0  sont  île  [larités  contraires,  et  0,^0.  (^n  retrouve  ainsi  la 
formule  (19). 

2°  N  impair;  N  =  2N'+i.  —  En  ce  cas,   il  n'y  a  pas  de  terme 

en  q^  dans  la  somme  V  qui  figure  au  second  membre  de  (26). 
Au  premier  membre,  pour  avoir  le  terme  en  ^^,  posons 

2l\'+ I  =  (2/1  +  ij' H- 2w'-,  (w,/j=:o); 

le  coefficient  chercbé  sera  V( — i)"(in^\).  De  là,  lu  fnri)utlr 
nou\-clle,  à  plaça-  à  côté  de  (19), 

(27)  2;(->)''^Ff«N'+4-(2/>'  +  i)=]=2(-o'^'«' 
„,  >(, 

la  somme,  au  second  membre,  portant  sur  les  décompositions 

:^N'+ I  =  «^+ 21^-  (rt>o,  />io). 

20.  En  opérant  de  même  sur  le  développement  (20),  on  obtiendrait 
la  formule  Yll  de  Kronecker,  et  un  cas  particulier  d'une  formule  due 
à  M.  Hurwitz  ('). 

21.  Le  développement  (22)  conduit  à  une  seule  foftmtle,  qui  est 
nouvelle, 

[  22;(- i)''^^F[4N  +  .  -  (2m  +  i)-^J 

(28) 


Au  second  membre,  la  première  somme  porte  sur  les  décompositions 

4  N  +  I  =  a-  -+-  4  b-,         (a  >  o,  h  -  o) ; 

(')  C relie,  t.  99. 
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la  seconde  sur  les  décomposi lions  en  facteurs  l^'^  -^  i  =  d^d^  avec 
dfid.  Toutefois,  si  4  N  +  i  est  un  ranv  parfait  0%  le  terme  —  20  i%\ 

devra  être  divisé  par  2  (  '  ),  c'est-à-dire  être  remplacé  par  —  0  (  4  )• 

22.  Le  développement  (23)  ne  donne  que  des  résultats  connus. 

23.  Uneaulre  méthode,  pour  obtenir  des  relations  du  second  type 
de  Kronecker,  consiste  à  poser  x  =  ^  dans  les  équations  (20)  à  (23). 

Si  dans  la  relation  0,  (x  -f-  ^  j  =  e-'''q~Hl,  (x),  on  fait  x  =  —  '^, 
on  trouve 


et,  de  même. 


Si  Ton  remplace  x  par  y  dans  les  relations  quadratiques  entre  les 
quatre  fonctions  tliêta,  on  trouve  aisément 

0(f):e,(f)  =  o(,/):O(,). 

Enfin,  on  a  directement 
d'où 

Ces  formules  donnent  les  valeurs  des  quatre  fonctions  thêta  pour 

HZ 


(')  Cela  provient  de  ce  que,  clans  le  crochet  qui  fifjure  au  second  membre  de 
(9.2),  le  premier  terme  est  am  4-  i  et  non  2(2111  -t-  1)  comme  l'exigerait  l'iina- 
logie  avec  les  termes  suivants. 

Journ.  de  Math.  (  (;•  scnc),  tome  111.  —   liisi-.  IV.  19117.  47 
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24.   Faisons  x  =^  ^  dans  l'équalion,  déduite  de  (20)  par  le  change- 
ment de  ç'  en  —  q, 


1       H'H, 


^;*\^.'0+2;(->)"'?"4(2'»-i)?  '+... 


+  (2m  —  ■2[J.-ht)q         "       H-...+ 
Il  vient,  au  premier  membre, 

et  au  second 

2;y'"'(-irF(4v  +  3)  x^f'^c-  0'" 


+  (2m  —  2[X  +  l)<^ 


--], 


Égalons,  dans  les  deux  membres,  les  coefficients  de  ^  *  ,  en  distin- 
guant les  cas  de  N  =  2M  et  N  =  2M  +  i . 

Si  N  =  2M,  le  coefficient  cherché  est,  au  premier  mendjre,  la 
somme 

étendue    aux    déconi[)osilions    16M  +  5  =  (4«  +  3)- +  4(2/»  +  i)", 
avec  m,  n  =  o.  (^ette  foi-mule  exige  (|ue/?,  soit  impair,  donc( —  i)"  =  —  i. 

.'.  M  +  1 

Au   second   meudiic,   le  cocflicient  de  rj    *      se  compose  des  trois 
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sommes 

(3o)  "-» 

s  désio-nant  tout  diviseur  de  iGM  +  5  inférieur  à  son  conjugué  (')  et 
du  type  /i/i  +  3;  0'  tout  diviseur  de  i6M  +  5  inférieur  à  son  conjugué 

et  du  type  4^  + >• 

L'égalité  des  expressions  (29)  et  (3o)  donne  la  formule  cherchée; 

on  la  simplifie  en  observant  que 

A  étant  la  différence  entre  le  nombre  des  décompositions 

I (3 M  +  5  =  0' o\         où         0'=  c\  =  i         ( mod  4 ), 

et  celui  des  décompositions 

16M -f- 3  =  00,  où  o  =  S,  =  3         (mod  4). 

Sous  une  autre  forme,  par  un  résultat  classique,  A  est  le  qi/arf  du 
nombre  des  décompositions 

Çif)  iGM+5  =  a-  +  ^-, 

a,  b',o,a  impair,  h  pair  {b  est  nécessairement  impairemenl  pair). 

D'ailleurs  a  ou  —  a,  soit  ta,  est  du  type  4^  +  3;  et  la  décomposi- 
tion considérée  ci-dessus 

i()M-i-5  =  (4«  +  3)^+  \{-im  +  1)- 

donne 

£a  =  4/<  +  3,         d'où         in-['i  —  \;{ta-i). 


(  '  )  Si  A  =  ôô,,  les  diviseurs  ô  et  ô,  sont  dils  conjugués. 
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Dt's  lors,  la  somme  (29)  s'écrit 

-  ^2*-"  "•"  ^)  =  ~  ^^'^^'  "•"  g'^' 

B  étant  le  nombre  des  sa,  c'est-à-dire  la  moilié  à\i  nombre  des  décom- 
positions (3i),  nombre  qui  est  4A,  de  sorte  que  jB  est  ^A. 

Ainsi  le  terme  iA  figure  à  la  fois  dans  (29)  et  (3o)  et  se  détruit;  il 
reste  alors,  si  l'on  observe  que  ¥(l\Çl)  =  2F(0),  la  formule 

'      <-  ')"2(-  0"' ï^li^M  ■+-  5  -  (8m  +  5)^]  =Sd  +  '  Va, 


d  désignant  tout  diviseur  de  i6M-|-5  inférieur  à  son  conjugué,  et 
^a  s'étendant  aux  décompositions  16M  +  5  =  a- +■  6-,  où  a,  h\o, 
b  pair,  a  impair  et  ^  3  (mod  4)- 

25.  (3n  aurait  une  formule  analogue  en  supposant  N  =  2M  -l-  i; 
les  deux  formules  se  l'éunissent  en  une  seule  : 

^(-  0"2^~  i)"'F[iGM  +  8/«  +  5  -  (8m  -  l^h  +  5)=] 

Dans  cette  forimde,  h  est  soit  o,  soit  i,  à  volonté;  û?  désigne  tout 
diviseur  de  16M -+- 8/i -1- 5,  inférieur  à  son  conjugué;  la  dernière 
somme,  enfm,  s'étend  aux  décompositions 

"  -       16M  +  8A, +  5  =  a-  +  b% 

avec  a.  h  >  o,  n  impair,  h  pair. 

'iO.    I']ii   faisant  /  =  ~  dans  la  rdalioii  qu'un  déduit  de  (l>2)  par 


NOMBRES     DE     CLASSES     DES     FORMES    QUADRATIQUES.  365 

ehàngement  de  q  en  —  ^,  on  obtient  la  double  formule 

2(-  i)"2(-  i)"'F[i(iM  +  8A  +  i  -(8m  +  4/i  +  i)'] 
< 

h  est  à  volonté  o  ou  i;  d  désigne  tout  diviseur  de  i6M  +  8/*  +  i, 
inférieur  ou  égal  à  son  conjugué;  la  dernière  somme  enfin  s'étend 
aux  décompositions 

.n((  i6M +  «// +  I  =  a=4- 2/>-, 

avec  a>  o,  h^  o. 

Toutefois,  si  i6M  +  8//  +  i   est  un  carré  S-,  on  divise  par  2,  au 

second  membre,  le  terme  —  o( 


27.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  formules  qu'on  obtien- 
drait par  ce  procédé,  préférant  aborder  des  relations  d'un  caractère 
plus  nouveau. 


CHAPITRE  III. 

FORMULES    DKS    DEUX    TYPES    DE    I.10UVILLE. 

28.   Liouvillc  a  indiqué  une  intéressante  formule  (')  où  le  premier 
membre  est 

V(-  i)"'(2///  +  i)F[8N  +  4  -  (2m  +  i)^J, 

et  où  le  second  membre  d(''|)end  des  décompositions  de  8N  -h  4  en  deux 
carrés.  Stieltjes  a  donné  (- ;  la  démonstration  de  la  formule  de  Liou- 


(')   Liouvitle,  ■>.'■  série,  t.  XIV,  p.  i. 

(*)   Comptes  rendus,  i o  (l('H-cinl)rc  i883;  Correspoiiilaiice  a^cc  IlermUe.  t.  I, 
p.  fiG. 
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ville  et  en  a  élahli  cFanalogues  ('),  où  figurent,  sous  le  signe  F,  des 
expressions  telles  que  A  —  ■2(^1111  -1-  i)^,  ou  A  —  3(2//;  +  i)-. 

Dans  Tordre  d'idées  de  Liouville,  j'ai  obtenu  les  résultats  qui  suivent. 

29.   Formules  nouvelles  du  premier  type  de  Liouville.  —   Dans 
la  formule  (22),  changeons  a;  en  x-  -+-  ->  il  vient 

X  [2/y<  H-  1  +  . .  .4-  2(2m  4-  I  —  2[x)g''"'^'  +  ...+  2^"'"']  sin(2m  4-  1)0;. 
Egalons  les  valeurs  principales  des  deux  membres  pour  x  ^  a.  On  a 


Yjîô  =  —  4ui,Y]'— 2^^     '     (— i)"'(2TO  + i)[2m  + I +...+ 2^   '"']; 
remplaçons  y]',  et  r\   par  leurs  valeurs  (n"^  2  et  1),  et  écrivons  que  les 

coefficients  de  q     '  sont  les  mêmes  dans  les   deux  membres,   nous 
obtenons  la  relation  nouvelle  : 

42;(-  irC^/»  +  i)F[4N  +  I  -  {im  +  i)^] 

La  première  somme,  au  second  membre,  s'étend  aux  décomposi- 
tions 4  N  -+-  I  ^  d^  d,  où  dy  ^  c?;  la  deuxième  aux  décompositions 

(32)         .  4N  +  I  =  a=-l-46-,  (a>o,  6|o). 

On  peut  simplifier  la  formule,  en  observant  que 

(-1)   '    =(-0'    '  ; 


(')  Comptes  rendus,  17  décembre  i883. 
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on  a  alors  au  second  membre  le  terme  —  y  (fdf  ( —  i)       '   ,  c'est-à-dire 

et,  comme  le  dernier  V  est  la   moitié  du   nombre  des  décomposi- 
tions (32),  il  est  évident  que 

Notre  formule  prend  ainsi  la  for/nr  définitive  : 

«(-i)'2(-^r(2"'  +  i)F[4N+T-(2«^  +  i)=] 

=  -=I(t)*+E('''-''''=)- 


la  sipfnifîcation  des  sommes,  au  second  membre,  ayant  été  indiquée 
plus  haut. 

Toutefois,  si  4^^  +  i  est  un  carré  o-,  on  divisera  par  2  le  terme 


—  2  (—5—)  0"  du  second  membre. 

50.  Remarque.  —  En  changeant  x  en  x  H —  dans  (21),  et  égalant 

les  valeurs  principales  des  deux  membres  pour  x  =  o,  on  trouverait 
la  formule  même  de  Liouville. 

51.  Suite  des  formules  du  premier  type  de  Liouville.  —  On  a 

et,  par  (20),  (/|)  el  les  expressions  de  X  et  —  A^'e'*  (n^*  8), 
^.  ^  =  80.  Vy-^F(8v  +  7)  +  H^;?"" 

(n/—\)fj   '-f-...  +  (^m  — 2p.-i- 1)^       ''     -f-...-|-(  — m4-i)y       '     Jcos2/n.r. 
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D'autre  part  [n°  5,  (i)J, 

"      '        0-  Xd  I  -H  ,/-"' 

et  l'on  a 

0'  =  (V  mq'"'(—  I  )"''^  '  sin  2 ma:. 

0 

Effectuons  le  produit  membre  à  membre  de  ces  deux  dernières 
relations;  le  terme  indépendant  de  x,  au  premier  membre,  sera,  par 
la  formule  du  bas  de  la  page  précédente, 

(33)  8yi.0,GV,/"^F(8v  +  7); 

0 

au  second  membre,  ce  sera 

(34)  iGVm^-^^^  (-!/"-'. 

Remplaçons  r],  ô,  0  par  yj',  et  égalons  les  coefficients  de  c/^  dans  (33) 
et  (34),  nous  arrivons  immédiatement  à  la  formule  : 

(35)  2(-  0'"(-^">  +  >)1'[«N  -  (^m  +  i)^]  =^o\-  i)"^. 

La  somme,  au  second  membre,  s'étend  aux  décompositions,  déjà 
rencontrées  au  n°  16,  ?.N  =  oo,,  où  o<^o,  et  o,  o,  de  parités  dilTé- 
rentes. 

32.  On.  trouve  de  même,  en  utilisant  (22)  et  la  première  rela- 
tion (7),  le  développement 

^^1®' "^T"  =  K*  ~"  ©)^1) -•- 2^*cosir -f- aVy     ■'     oj,„cos(2m-|-i).f, 

1 
où  l'on  a  posé, 

0),,,=  2W  +  H-...  -h{\fn  —  8[j.  +  2)y"i^'  +  ...  +  (—  i m -h- -2) rj- "'\ 
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Maintenanl,  si  Ton  iiuiltiplie  membre  à  membre  les  développements 
(n"  5)  de  O'y],6H0,:0-  et  de  0',  et  si  l'on  égale  dans  les  deux 
membres  nouveaux  les  termes  en  cosx-,  on  arrive  à  la  formulr  simple 


(3b)  2(-i/y(-i)"'(2m+oJp^ i H-l(irr^' 


d  désignant  tout  diviseur  de  4N  +  i  inférieur  ou  égal  à  son  conjugué. 
Toutefois,  si  4N  +  I  =  0%  le  terme  du  second  membre  qui  correspond 
à  S  devra  être  divisé  par  2. 

Les  formules  (35)  et  (36)  sont  remarquables  en  ce  sens  cju'il  ne 
figure,  dans  les  seconds  membres,  que  des  diviseurs  réels. 

53.  Second  type  de  Liomille.  —  Liouville,  toujours  sans  démons- 
tration, a  fait  connaître  une  formule  (')  où  le  premier  membre  est 

V  (-i/y^  +  i)-F[/i  N  -  (2m  +  i)-], 

le  second  memltre  s'exprimant  à  l'aide  des  diviseurs  de  N.  Mous 
retrouverons  celte  formule  plus  bas;  nous  en  établirons  d'abord 
d'autres,  plus  élégantes,  (jui  donnent  d'une  manière  générale  les 
sonmies 

V,nn^(N-//r)     et      V«rF,(N-m-). 

54.  Formules  du  second  type.   —   Partons   de    la    relation   (pi'on 
déduit  de  (<)),  (  n"  l'i),  en  rliaiigeant ./;  en  -^  +  " '  i»  savoir  : 

'^^' ï!t®®'  =  ^^  ''^^(^■'■•'  r)'^(-  0"r-'(v) 

-  S'^(—i)"'f/ -'"'[—  2q  --h.. .-+-  (—  \)"'-imq   -'"'I  co^!\m.r, 


+  82](- ')'"'/     '      1//   '  +  ...+  (- i)""'(-'"—')V        ■      |'-<>s(;4w+2)x- 


(')  Joiirrifil  (le  Liniivillc,  i"  sch'ie,  l.  XH,  p.  99. 

Jourii.  de  Miilh.  (0-  sciic),  tome  lll.  -  Isisc.  IV.  1907.  ^^ 
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et  égalons  les  coefficients  des  lernies  en  x'  dans  les  deux  membres. 
Au  premier  membre,  le  coefficient  de  x'-  est 

80,  ^^^14^06,,     c'est-à-dire     O'O;,     ou     ')'{rf), 
et  l'on  a  évidemment 

(37)  9«(r)  =  i+2;5'"(-0''?(^^)> 

1 

(p(N)  étant  le  nombre  de  décompositions  de  N  en  somme  de  huit 
carrés  (à  racines  positives,  négatives  ou  nulles,  et  l'ordre  des  carrés 
entrant  en  compte). 

Il  est  bien  connu  d'ailleurs  que 

<p(2M  +  i)=  i6VS%        9(2M)=^i6rV.:j__Va;n, 

S  désignant  tout  diviseur  de  2M  -f-  i  ;  0^  (et  0,)  tout  diviseur  pair  (et 
impair)  de  2 M. 

Au  second  membre,  le  coefficient  de  x^  est 

l  0  0 

+  iG  V(_  iy"q'"-!im'[-  oy   •^  +  .  . .+  (_  i)'"  ,  mq-""'] 
2 

f      — ''^2(— 0'"'/     '     (2iN-hiy[q   '-{-.. .-h(-  i)"'-'(:2m- i)q        '     J 
I  I 

Égalons-  maintenant  les  coeflicients  de  q'^  (N  >  o)  dans  les  expres- 
sions (87)  et  (38). 

Dans  (37),  c'est  (—  i)''c!;(N);  dans  la  première  ligne  de  (38), 
c'est 

-  6/, (— i)^- 2;  wM(N  -  m»); 
eiilin,  dans  les  deux  dernières  ligues  de  (38),  ou  \<)il  aisèiiicul  (jue 
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c'est 

somme  étendue  aux  décompositions  en  facteurs  N  =  dd,,  dlld,. 

5o.  Foniiules  finales.  ~  Distinguons  maintenant  deux  cas  : 
I"  N  impair.  —  On  aura,  en  tenant  compte  de  dd^  =;  N, 

(39)    42///M(N-m^;  =  NV(^,_^)_oV^^     (N  =  d,d;  did,). 

Toutefois,  si  N  est  un  carré,  o^,  il  faut  diviser  par  2  le  terme  —  20;^ 
du  second  membre. 

On  peut  obtenir,  par  voie  élémentaire,  une  formule  analogue  à(39). 
Parlons  de  la  relation  de  Rronecker,  (n"  9), 

multiplions  les  deux  membres  par  N  m- y""'  et  égalons  les  coefficients 

de  q^  dans  les  deux  membres  nouveaux. 

Au  premier  membre,  ce  coefficient  est^//?/'  étendu  à  toutes  les 
décompositions  N  ^  x' -h  y- -\- :''  -h  /tr,  c'est-à-dire 

-^^(j^'+r+z^-+nr)         ou         ^N9,(N), 

cp,  (N)  étant  le  nombre  des  décomjjositions  de  N  en  quatre  carrés, 
ici  8  VS,  puisque  N  est  impair.  On  a  dès  lors 

G_2m-'[F(N  -  m')  -  F,(N  -  nr)] 
> 

=  I  2^;  rrr  [F(  I\  -  itr)  -  F,  (  iN  -  m')]  =  N  V  .:, 

III  '  n 

0  désiiinaut  tout  diviseur  de  N. 
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En  combinant  cette  relation  avec  (39)  de  maiiirre  à  faire  disparaître 
successivement  les  termes  en  F,  et  en  F,  on  trouve  h's  <h'ux  formules 
simples 

(4o)    8  Vm^F(iM- w^)=   N^f/,— V^3 

(IN  mipair). 
(40     8^/7rF,(N-;7r)=^N;^«-2^)-V^^- 

Aux  seconds  membres,  les  sommes  s'étendent  aux  décompositions 
?s'  =  (Id,,  avec  d/Sd,]  on  a  de  plus,  comme  d'ordinaire,  F(o)  ^  o, 
1  2  F,  (o)  =  —  I .  Si  N  est  un  carré,  ojj,  les  termes  qui  proviennent  de  la 
décomposition  N^=o„.0o  doivent  tous  être  divisés  par  2  dans  les 
seconds  membres  ('  ). 

2"  N  pair.  —  La  même  série  de  calculs  conduit  aux  résultats 
suivants. 

Désignons  par  d^  tout  diviseur  i)air,  par  d^  tout  diviseur  impair 
de  N;  soit  N  =  dd,  une  décomposition  quelconcjue  de  M  en  deux  fac- 
teurs avec  d^d,,  posons 

U(N)  =  V (_,/.(,/. -^), 

on  a,  N  eta/it  pair  quelconque, 
16  '^  m-V(?i  —  m-) 


(^     =3N2^.--i;^>2;^^i'  +  NU(N)  +  lJ3(N), 


('  )  On  peut  dire  aussi  que,  dans  (^o),  et  ijiiel  que  soit  N  impair,  la  somme  au 
second  membre  porte  sur  les  décompositions  i\  =  afc?,,  avec  d<C.di.  L'observa- 
tion ne  s'applique  pas  à  (4i)- 

La  formule  {[\o)  s'écrit  aussi,  quel  que  soit  N  im|)air, 

8  y  m-' F(  N  -  /«^ )  =  y  (i{ d\  —  d'). 
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i6  V,„^F,(N  -m-) 


(43) 


7>0 


-NX'/,-y^A'+ V^/^'+NU(N)  +  U,(N). 


Pour  N  cam-  parfait,  il  n'y  a  pas  de  modification;  on  suppose  tou- 
jours F(o)=o,  i2F,(o)  =  — I. 

56.  Formule  de  Liouville  (').  —  Nous  la  trouverons  en  égalant 
les  coefficients  de  x'-  dans  les  deux  membres  de  (lo),  puis  ceux  de  q'' 
dans  les  deux  mendjres  de  la  relation  obtenue.  Il  vient  ainsi 

T;(2m  +  i)^F[8N-(2m+i)^J  =  -.sV,/'^  +  2(0/.-^^,)(^^;.+5,)% 


d'  désignant  tout  diviseur  de  N  à  conjugué  impair,  et  la  dernière 
somme  s'étendant  aux  décompositions  2N  =  OpO,-,  avec  Oi<^<ip, 
in  impair,  o^  pair.  On  peut  écrire  aussi 

(  2(2m  +  i)nq8N-(2w  +  i)-J 

(44)  "-^" 

(    =_82^''^+2Ny(o,-^:,)+V(s^_â,o, 

les  d'  et  0  ayant  la  signification  qui  vient  dèlre  indiquée. 

57.   Ri'niarqucs.   —    \°  Si  Ton  multiplie   parV(2m  +  i)-^     ' 

/  ,  les  deux  membres  de  la  relation  d'Hermite  (n"  8,  p.  3jo),  et  si  l'on 
égale  les  coefficients  de  q-^'^^  dans  les  deux  nouveaux  membres,  on 
arrive  à  la  formule 

(45)  V(.^,„,  +  ,)M'^[8N  +  4  — (2M  4-  i)v|=(2N  +  i)V,/. 

m  :  0 

d  étant  un  divisciu-  (|uclc<)ii(pie  de  2  i\  H-  t . 
(')  Joiiirial  de  Lioiiville.  -x"  ■■érie,  l.  XII,  p.  99. 
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2°  Lesformules  (f  })ct(45)  sont  iinplicilement  conteniios  dans  (  '12). 
3°  La  formule  donnée  par  Liouville,  sans  aucune  indication  de  dé- 
monstration, comprend  en  réalité  les  deux  relations  (44)  et  (4t)- 

58.  Dernière  formule  du  second  type.  —  Keprenons  la  relation 
du  n°  32  : 

6,0'-^  =  4(i)i>  —  s)H, -)- 2^'cosjc -4- 2^5^     '      a)„, cos(2m  4- 1  )a;, 

1 

et  égalons  les  coefficients  de  x^  dans  les  deux  membres.  Au  premier 
membre,  on  a  0^6"y]'  :  0-;  c'est-à-dire,  en  remplaçant  -jT]'  par  "/iiOiO  et 
7],0"par  Oy)';  +0y],0';  (n°2), 

0^(yi'; -H -ri.ô;)     ou     4y]î(Di,  +  £') -^  yj,fj'. 
Il  vient  ainsi 

Y],  OJ  =  2r]'|(—  1)L  —  3S)   —  ^r*—  ^(2W  +  l)-^       '       Ol),„. 

Or,  égalons  de  même  les  coefficients  de  x'-  dans  les  deux  membres 
de  la  première  relation  (5),  nous  trouvons 


d'où,  par  combinaison  avec  la  relation  précédente, 

(46)    Yi.O;  +  7-^^0^  =  6y]';(2ii!,  -  £)  -  y^+  V(2/«  4- 1)=7~^(28[3„,- w,„). 

1 

Maintenant,  égalons,  dans  les  deux  membres  de  (46),  les  coeffi- 

cicnts  de  y  '.Si  l'on  désigne  par  C,  ,  et  C5  3  les  nombres  des  décom- 
positions de  4N  H-  I  en  un  carré  impair  suwi  de  sept  carrés  pairs,  et 
en  cinq  carrés  impairs  suivis  de  trois  pairs,  le  coefficient  cherché,  au 
])rciiiu'f  mcnibri',  est 
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Or,  si  C  est  le  nombre  total  des  décompositions  de  4!^  +  i  ^n  huit 
carrés,  écrits  dans  un  ordre  quelconque,  on  a  évidemment 

C  =  8C,,  +  T^C,,,  =  8(C,,  +  7C..3). 

Donc,  le  coefficient  cherché  au  premier  membre  est  le  huitième 
de  C,  c'est-à-dire  deux  fois  la  somme  des  cubes  des  diviseurs  de 
4N  +  I. 

Si,  maintenant,  on  observe  que 

2^1,  -  £  =  ^'7"[4F(v)  -  V(v)  +  3F,(v)]  -  3  VryHHv), 

en  désignant  toujours  par  G(v),  avec  Kronecker,  le  nombre  total, 

F(v)  +  F,(v), 

des  classes  de  discriminant  v  (ordre  propre  et  ordre  impropre  réunis), 
on  achève  le  calcul  sans  difficulté,  el  l'on  arrive  à  la  formule  : 

OT^O 

la  somme,  au  second  membre,  s'élend  au\  décompositions 

4N-Hi  =  f/r/,,  d<d,. 

Toutefois,  si  41^  +  1  est  carré,  le  terme  qui  provient  de  la  décom- 
position 4 N  -I-  I  =  5.0  doit  être  divisé  par  2. 

On   peut  observer  (pie  G  (  ^  j  =  F( '^  j  -f- F,  ( -^  )  =  I'\  (w),  ce  (jui 

permet  de  n'iiili'oduire  (pie  F,  dans  la  deriiièr<'  formule. 

Hi).  Rernarniie.  V.w  opérant  sur  la  lorinuie  du  n".")!,  comme 
l'on  vient  (rop(''C('i'  sur  celle  analogue  du  n"  ."»*2,  oi\  trouveiait  un  ré- 
siillal  plus  ('()nipli(pié  cpi'il  est  inulile  d'indicpier  ici. 
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CHAPITRE  IV. 

FORMULES    OU    INTERVIENT    LA    CLASSE    x"- —  3y^ 

40.   Parlons  de  la  première  formule  (2  ),  (n"  i), 

] ,  0 ,  0     '^';      =  2  V  (  -  I  )"'+  '  q'"'-  [  y    '  — 3r/    ■'+...+  (— i)"'-'(2m- i)y        '      Jsin2ma; 
1 

el  de 

12  m +11' 

H^2V( — i)"'y     '     sin(2w  +  i)ic. 

0 

Multiplions  membre  à  membre  et  égalons  les  coefficients  des  termes 
en  cosa;  dans  les  deux  nouveaux  membres. 

Au  premier,  en  vertu  de  la  formule  fondamentale  (10),  ce  coeffi- 
cient est 

(47)  205r^>;,y'^F(8v+7); 

au  second,  par  la  formule  2sinasin/>  :=  cos(a  —  Z*)  —  cos(a  -1-  i),  et 
par  la  multiplication  directe,  on  obtient,  pour  le  coefficient  analogue, 

(48)        2v[./L39"'*+...  +  (-i)'«-'(2m-i)y^'^'^ly"'Xy'''^-y'''^). 

Égalons  maintenant  les  coefficients  de  (f'  dans  (47)  ^'t  (48).  Dans 
(47  ),  ou  trouve  de  suite  : 

:i2(_i)-F(8N-.-8//.  =  ); 
"-1° 
dans  (48),  il  faut  poser  successivement 

1'  4  IN  =  4 /«"  +  (  2 ///  —  I )-  —  ( 2  [j.  —  I  )-        ( //<,  [JL  >  I ,   [j.  ^  m  ), 


(4y) 

4N  =  4/«''  + (2m'-|- 1)- —  (2|y.'— i)'^        (m',[jL'i;i,   u."^m') 
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et  le  coefficient  cherché  sera 

(5o)  2  V(_  if^'(^a  _  i)  +  2  V(_  if(-2u:-  I). 

Les  équations  (49)  s'écrivent 
(5i) 


8  N  —  I  —  (  4  m  —  I  )-  —  2  (  2  u.  —  I  )  - , 

8N  —  I  =  (4m'+  I)-—  2(2ijl'—  i)-, 


ce  qui  fait  apparaître  la  forme  a;- —  2y-.  Observons  maintenant  que, 
si  l'on  pose  8N  —  i  =  a;-  —  2j^-,  x  et  y  sont  nécessairement  impairs; 
dès  lors,  les  relations  (5 1),  jointes  aux  i/iégalilés  (^ç))^  se  résument  en 

8N  — 1  =  j.'=- 2j/=,  ^■,ylo,     x>27 

et  l'expression  (5o)  a  pour  vahnir 

On  a  donc  la  formule  nouvelle 
(52)  2(-  'rF(8N  -  I  -  Sm^)  =  y^y{-  i)^, 

la  somme,  au  second  membre,  s'étendant  aux  représentations 

SN  —  1  =  X- —  2.y-,         avec         x,y^o,     x^-2y. 

41.   En  |)arlant  du  produit  de  •/],  0,  011,  8,  H  :  0'  par(-),  et  utilisant 
la  forMuide  fondamentale  (8),  on  ii'ouve,  par  un  calcul  toul  send)labl(', 

N  +  I  —  (am  +  i)''' 


(53)  ■^:E.(-o~^'r     r    ")  =  l[l)('^y--) 


la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations 

18  N  +  I  =  X-  —  -ly- ,         X,  7  j  (),  _  ,/;  >  27. 

Journ.  de  MaCli.  (6*  série),  tome  III.  —  Kasc.  IV,  1907.  -l'J 
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Si  8rs  +  I  fsl  lin  carré,  0%  le  terme  (^  j  (—  0)  du  second  membre, 

qui  répond  à  .r  ==  0,    >' ==  o,  doit  être  divisé  par  2;  et,  comme  tou- 
jours, 4  J(<))  =— i. 

42.  Remarque.  —  En  chassant,  dans  (20),  le  dénominateur©,  et 
égalant  les  termes  constants  dans  les  deux  membres  nouveaux,  on  re- 
trouverait (52).  De  même  (.t3)  s'obtiendrait  à  partir  de  (22). 

45.  Nous  établirons  plus  loin,  par  une  autre  méthode,  des  rela- 
tions du  même  genre;  restant  dans  un  ordre  d'idées  analogue,  nous 
donnerons  ici  des  formules  qui  se  rattachent  au  premier  type  de  Liou- 
ville,  et  qui  dérivent  d'un  développement  plus  compliqué. 

Ce  développement  est  le  suivant  : 

Q,IWI^       i2e,(2,r,^-0Vy-^F,(/,v  +  3)  +  .2H,(;2.r,  ç'^jV.y-G^v) 

+  \^  q--'       Y{'im-'i)q    ''+... -\- {im  —  0)1».  + '5)q        '     -+-... 
1  ^ 

-h  {—  ^m  -h  ?>)q       -     Jcos4" 

ilm  -l-li' 

,  _,      q    '     \  — \-  ...-{-{■>/>)—  bu. -h  Oq  '•  -h. .  ■ 

-h  {—  l\m  -{-  i)q~ '■'"''    cos(  V  +  2)j-' 


2«'C0S2X\ 


D'autre  part,  en  multipliant  membre  à  membre  les  développements 
de  0'  et  d-e  7],Ô,0H,8,II  :0-,  il  résulte  de  la  relation  précédente  que 
le  terme  conslant  et  le  terme  en  cos2a;  seront  respectivement 

\-2T;y^q'^  \-\{.'\v  +  'i)         et  riyiq'  +  -2\q-'^q-''G{^)\. 


Kn    caiculaiil   ces   termes   directcmcnl,  dans   la  multiplication,   on 
)btient  deux  identités  en  y,  (jui  couduiseul  sans  difliculté  à  deux  for- 
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mules  iju'on  résume  en  celle-ci  : 


M  désignant  un  entier  ^±  i  (niod  8),  et  la  dernière  somme  s'éten- 
dant  aux  représentations 

M^x^—'2y-,         avec         x,y^f<,     x'^o.y. 

Toutefois,  si  M  est  un  carré,  o-,  on  divise  par  2,  au  second  membre, 
le  terme  qui  provient  de  la  représentation  M  =  0-  —  2.0-. 

44.'  Les  autres  formules  de  ce  Chapitre  dérivent  des  développe- 
ments des  quotients  tels  que  H  :0-,  établis  par  Bielilcr  danssa  Thèse  ('). 
Biehler  a  trouvé 

^■l'^ÎO^i  =  '-^  2]    2  (—0''"'  ('»  +  [^  -  i)'7~^"         '         s\n('2,n  -  i)x, 

développement  du  même  type  que  celui  de  i  :  0,  donné  dans  les  Fun- 
damenta. 

On  a,  d'ailleurs  (n"  li), 


H8,  =  ("    *  •/],  l,/yv/  >  y     "     (— ')     '         sin(2//<  —  i)x. 

Multiplions  membre  à  membre  les  deux  dernières  relations;  au 
nouveau  premier  membre,  d'après  la  première  équation  (3),  le  terme 
indépendant  de  x  est  'lOr],  ;  au  nouveau  second  mendire,  c'est 


m,  |J.=  1 

Mais  la  f()rmide(n"  li),  T^\{q)  ^  2-r)|  (y-)  0,  (y- ),  donn 

-^'SSr)  =  ■^ri,(~  (/)(),(- q)=-2c'  y],0; 
(')    l'iirls,  Ciaiilliii-i-N  illai-s,   1879. 
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il  reste  dès  lors 

-Ae    '^  ■f],\iq-)=  'S  (— i)     -  (ni-^\J.—  \)q 


2  m  — II'       I2H.— Il'       i2m— ni2H— IV 


Le  coefficient  de  ci  au  premier  membre  est  la  série 


^q  '    (-0    '    ; 


égalons  maintenant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  q     *. 

Au  premier  inemJMe,  en   l'emplaçant  -i  par  sa  valeur  (n"  8),  le 
coefficient  clierclié  est 

(54)  V  F  |-8N-.-^(2;»+i)-j  ^_  ^y^\ 


Au  second  membre,  nous  devons  poser 

8ÎV  —  i  =  (am  --  i)-  +  2(2  IX  —  i)-  +  4(2m  —  i)(2p. —  i), 
avec  w,  jx  =  i,  cest-à-dire 

(55)  8N  -  I  =  {im  +  4l^  -  3)-^  -  2(2^:  -  i)% 

et  le  coefficient  cherché  est 
(:-,G)  ;V(/»+a-l)(-,)''^"'. 

.     Ij'équaliyn  (55)  s'écrit 

8N  —  I  ^  x'^ —  ~y'i         {x  et jK  nécessairement  impairs), 
avec  X',  y  >  o  et  X'  ]>  2jk;  Texpression  (5())  de\  ient 
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de  sorte  quon  arrive  à  la  formule 

m  ^  0 

la  dernière  somme  s'étendant  toujours  aux  représentations 

8N  —  I  =  ic^  —  2/-, 
avecx,y>o;  j:' >  2/. 

4o.   Partons  encore  du   développement  ci-dessus  de  H:  6-,  et  de 

(n°14) 


^^HH,  =  22;(-i)"'^     '      sin(4/»  +  2).r. 

Multiplions  membre  à  membre  et  égalons,  dans  les  deux  membres, 
les  coefficients  des  termes  encosa-;  nous  arrivons,  par  un  calcul  sem- 
blable à  celui  du  numéro  précédent,  à  la  formule 

IN— DlN  — 21 


(57)  2(- 0"'F(N --.'".=)  =  (- 1)       '       2^, 

la  dernière  somme  s'étendant  encore  aux  représentations 

N  =  .7;°  —  ■!/-,  avec         y  i^i  ■*■  =  2JKi 

avec  la  restriction  (pic  le  terme  qui  provient  d'une  représentation  dans 
laquelle  j^  =  o,  ou  ./;  =  >./,  doit  être  divisé  par  2. 

Remarque.  —  Stielljes  a  indiqué  (')  deux  formules  qui  rentrent, 
comme  cas  particuliers,  dans  la  relation  (S^)  ci-dessus  :  elles  se  rap- 
portent aux  cas  de  i\  impair  ou  impairement  pair.  Mais  aucun  rensei- 
gnement n'est  donné  par  lui  sur  l'origine  de  ces  formules;  Stielljes 
dit  seulement  que  la  présence  d'une  forme  indéfinie  sera  sans  doute  la 

(')  Correspondance  avec  llcrniili'.  1.  i,  p.  82-88. 
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source  de  très  grandes  difficultés  si  l'on  veut  entreprendre  de  les  re- 
trouver par  l'analyse  des  fonctions  elliptiques.  «  Je  ne  crois  pas, 
ajoute-t-il,  qu'on  ait  jamais  vu  s'introduire,  dans  ces  calculs,  des 
formes  d'un  déterminant  positif,  telles  que  x-  —  "ly''-  »  Il  est  clair, 
d'après  cela,  que  la  méthode  qui  l'avait  guidé  dilTère  essentiellement 
de  celle  qui  précède. 

46.  Enfin,  en  opérant  de  même  sur  les  formules  qui  donnent  les 
développements  de  Y],  0^0-0,  :  0'  elH,©,  '.'i\X^9)  [Bieiiler,  loc.  cit., 
p.  84  ('),  et  n°  14  de  ce  Mémoire],  on  arrive,  en  s'appuyant  sur  la 
première  formule  (7),  et  en  posant  I(/i)  =  F  (n)  -  3F,  (//),  à  la 
relation 

~2^\ 8 J  =>.(-^-/)5 

m  ~i  0 

la  dernière  somme  porte  sur  les  représentations 

8N-t-i  =x--  27% 

avec  j'^o,  X' >  2j^.  Toutefois,  le  terme  provenant  d'une  représenta- 
tion où  y  =  o  devra  être  divisé  par  2. 

47.  Observation  générale.  —  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
considéré  les  solutions  de  l'équation  N  =  a;-  —  2^^-,  pour  lesquelles 
y>o,x'l'2.y. 

D'autre  part,  Dirichlet  a  montré  que  toutes  les  solutions  ^,  y]  de 
cette  équation  se  déduisent  simplement  des  solutions  X,  Y,  pour  les- 
quelles Y^o,  2X>  3  Y,  et  cela,j)arla  formule 

ï  4-  v)  ^2  =  (X+  Y  V2j  (3  +  2  V^)"  {n=o). 


(')  La  forriiule  de  Bieiiler  est 


fJlJ--ll'  '    °°  (^l^-l'- 


2[l-l|: 


iNf/        '  (2fJl  — I  1  -H  4    7      7('!///4-2p.  —  l)(/        *  C0S2»iX. 
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Les  solutions  ç.  q  déduites  ainsi  d'une  solution  X,  Y  forment  une 
même  série. 

Quelle  relation  y  a-t-il  entre  les  x.,  y  et  les  X,  \  ? 

Elargissant  un  peu  la  question,  appelons  solutions  r,  y  non  seule- 
ment celles  définies  ci-dessus,  mais  aussi  les  solutions  x,  —  y-,  c'est- 
à-dire  l'ensemble  des  solutions  telles  que 

y  =  o;         07^  2  mod^. 

Soit  maintenant  une  solution  X,  \  ;  adjoignons-lui  la  solution 
X',  Y',  de  la  même  séiie,  tléfinie  par 

X'  +  Y'  V2  =  (X  +  Y  v^)  (3  -  2 v''2), 
c'est-à-dii'e 

X'=3X-',Y;         Y'=-(2X-3Y). 

Une  des  solutions  X,  Y  et  X',  Y'  est  une  solution  x,  y.  En  effet,  si 
X>2Y,  c'est  X,  Y;  si  X  <;  2  Y,  c'est  X',  Y'  :  car  Y'  étant  négatif  (par 
l'hypothèse  initiale  2X>3Y"),  on  a 

X'  -  2 1  Y'  I  =  3X  -  4Y  -  2  (2  \  -  -i  Y)  =  -  X  +  2  Y, 

quantité  positive. 

Toutefois,  si  X  =  2  Y,  les  deux  solutions  X,  Y  et  X',  Y'  sont  des 
solutions  X,  y  :  cela  ne  peut  se  produire  cpie  si  iX,  égal  à  X-  —  2  Y-, 
est  le  double  d'un  carré. 

Imersement,  étant  donnée  une  solution  x^  jy,  une  des  deux  solu- 
tions X,  y  et  x' ,  y' ,  celle-ci  définie  par 


:;' 4-/^2  =  (x-+-y\Ji)(3 


■2sj: 


est  une  solution  \,  Y  :  on  le  reionnail  de  même,  en  distinguant  les 
cas  de  r  ^o  cl  y  <^  o. 

Donc  enfin  : 

1°  Si  iN  n'est  [)as  le  double  duii  carn'',  les  solutions  ./•,  )-  corres- 
pondent chacune  à  cliaeune  aux  solutions  X,  Y ,  et  deux  solutions  cor- 
respondantes   font  jjartie    d'une  même  série.  (  )n  peut    clone   déduire 
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toutes  les  solutions,  aussi  bien  des  x^y  que  des  X,  Y,  et,  par  la  même 
formule. 

2°  Si  N  =  2//,-,  les  solutions  x  ^-ih^  y  =:  h  et  .r  =  2//,,  /  =  —  h 
correspondent  à  la  même  solution  X,  Y,  à  savoir  X=2A,  Y  =  A; 
les  autres  solutions  x^y  et  X,  Y  se  correspondent  cliacune  à  chacune. 

48.  Stieltjes  a  également  donné,  sans  démonstration  complète  (Cor- 
respondancc,  p.  58  et  82),  des  fornudes  dont  les  premiers  membres 
sont  des  sommes  telles  que 

2F(/.-2,;r),  ^¥{n-^nr), 

analogues,  par  suite,  à  celle  qui  figure  dans  (  J7),  et  dont  les  seconds 
membres  s'expriment  à  l'aide  des  diviseurs  de  n.  Mais  ces  relations  ne 
sont  qu'une  manière  d'exprimer  le  nombre  des  représentations  d'un 
entier  par  la  forme  x-  +/"-!-  -"  +  2/-;  c'est  pourquoi  nous  n'en  par- 
lerons pas  ici,  bien  que  nous  ayons  réussi  à  les  éta!)lir  complètement 
par  les  fonctions  elliptiques,  et  même  à  les  étendre  (  '  ). 


CHAPITRE  V. 

DIGRESSION    ARITHMÉTIQUE    SUR    CERTAINES    RELATIONS    ENTRE    LES    MINIMA 
DES    FORMES    DE    MÊME    DISCRIMINANT. 


49.  Reprenons  l'écjuation  (E)  du  n"  7, 

(E)  4N  ^  3  =  (2m  +  i)(2/«  +  4p  +  3)-  '\[x\ 

où  N  est  donné,  et  où  les  entiers  indéLerniiués  ///,  [>.,  p  sont  assujettis 


('  )  On  oljlieiiiliail  ces  icsullats  en  faisant  .r  =:  -,  ou  jc^  '  - ,  dans  les  foiniiiles 

4  4 

rappelées  au  n"  3.  (j'esl  d'ailleuis  une  indicallcjii  de  Slielljes  lui-même,  du  moins 

71    .  ,  _  _  , 

pour  x=  y  {loc.  cit.,  p.  aa). 
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aux  condilions 

(.')<S)  i'«=o;  p  =  <>;  —  m'StJ.'ijn. 

Nous  avons  fait  correspondre  à  (E)  la  forme  positive 

!p  =  [■lin  +  i)x-  +  ^i}.xy-\-  (2 m  +  /( p  +  3 ) jv'  =  «-t-'" H-  2 /» xy  +  cy-, 

^A'  V oidre propre  et  de  discriminant  4^  +  3,  où  a,  />,  c  sont  dès  lors 
assujettis  aux  conditions 

c/^  a\  mod h  <^a\  h  pair,  «  et  c  impairs, 

et,  pour  avoir  le  nombre  des  solutions  de  (  E),  nous  avons  cherclié  le 
nombre  des  formes  cp,  qui  lui  est  égal. 

Nous  avons  alors  vu  qu'à  toute  réduite  de  discriminant  4^4-3,  et 
de  L'ordre  propre 

(p„  =  ax'-  +  i^jxy  -+-  jy- 

correspondait  une  et  une  seuh'  fortne  o,  équivalente  à  0,,,  et  qu'on 
obtient  par  le  Tableau  suivant  : 
1°  p>o. 

a  impair,   y  impair cp  =  cpo^r (a,   (3,   y) 

a  pair,   y  impair 9  =  (y,   y  —  [3.   y  —  «p  -h  a) 

a   impair,   y  pair cp:=;(a,  (3 —  z,   y—  ?. jj-f-a) 

2"     p<0. 

a   impair,   y   impair cp  =:  («,   (3,   y) 

a  pair,   y  impair cp  =:  (y,    — y —  (3,   y  -(-  a[3  +  a) 

a   impair,   y   paii' a)r^(a,        j3 -i- a,   y  +  a^-i-a) 

Nous  en  avons  conclu  de  suite,  avec   llei'mile,  (pie  le  nombre  des 
solutions  de  (  \L)  est  égal  au   uoud)re    des  réduites  cp„,  c'est-à-dire  à 

."►().    <  )ii  peut  évabici' (■(•  M(unbn' de  sobilions  d "une  aulic  manière. 

Jauni,  de  A/ath.  (li-  s,-,,,-),  lomi'  Ml.  ~-  K.isc..  IV.  i,),.;.  :)0 
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Ecrivons  (  E)  : 

(E')    /|!N  +  3  =  (2m+2p+2—  2|(J.|)(2/«-|-2p+2+li||V.|)-(2p  +  l)-, 

et  considérons  la  forme  positive 

!J;  =  (  2  m  +  2  p  +  2  —   2  I  [J.  I  )  X^  +  2  (  2  p  +  I  )  Xy 

+  (2///  +  2p  +  2  +  2|a|)7-, 
OU 

^  =  ax'-  +  2  bxy  -+-  cy"'  ■ 

Elle  est  de  Vordre  impropre  et  de  discriminant  4^  +  3;  ses  coeffi- 
cients a,  />,  c  sont  assujettis,  par  (58),  aux  conditions 

a  +  c  —  2 6  >  o ;  /y  >  o  ;  c  —  a  <i  c  -{-  a  —  -ib \ 

et 

c  +  a^c  —  a^o     (mod4);  c^a. 

La  condition  a  +  c  —  2/7  >  o  est  vérifiée  d'elle-même,  puisque  ']^  est 
une  forme  positive;  c  —  a^^o  (mod4)  résulte  de  c  +  «^eec  (mod4); 
donc  enfin  les  coefficients  à'une  fornte  'j;  vérifient  uniquement  les  con- 
ditions 

/;>o;  I />!<«;  c'ia\         o  +  ce^o         (raod4). 

INaturellement  a  et  c  sont  pairs,  puisque  ']/  est  de  l'ordre  impropre; 
b  est  nécessairement  impair,  par  ac  —  />-  ^  4N  +  3. 

A  toute  solution  de  (E')  correspond  ainsi  une  forme  '^;  inversement, 
à  une  forme  'j/  correspondent  deux  solutions  de  (E'),  car  la  connais- 
sance de  ']/  détermine  /n,  p  et  |  [x  |,  c'est-à-dire  /n,  p  et  ±  \i..  Toutefois, 
si  a  =  c,  c'est-à-dire  si  [jl  =  o,  à  'ji  ne  répond  qu'une  solution  de  (E'). 

Observons  maintenant  que  les  inégalités  ^>o,  b<^a,  c^a  expri- 
ment que  le  point  représentatif  de  «j/  est  {Jig-  i,  p.  ^47)  à  gauche 
de  OjK,  dans  l'une  des  régions  i,  2,  f\,  arc  CAH  compris;  il  est  sur 
CAH  si  a  =  c,  et  inversement:  'j/  est  alors  ambiguë.  Il  en  résulte  que  le 
nombre  des  solutions  de  (E')  est  égal  à  celui  des  formes  '\i  où  les  coef- 
ficients sont  assujettis  aux  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  sauf  b~^  o: 
car,  à  deux  formes  opposées  non  éijuivalentes,  c'est-à-dire  non  ambi- 
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gues,  (a,  b,  c)  et  {a,  —  l>,  c),  répondront  c/(>w./;  solutions,  (m,  p,  ±  a), 
de  (E');  à  une  forme  ambiguë,  c'est-à-dire  équivalente  à  son  opposée 
[et  le  cas  ne  se  présente  que  pour  a  =  c,à  cause  de  ac  -  Ir^^Z  (mod4)], 
répondra  une  solution,  {tn,  p,  o),  de  (E'). 

Donc,  enfin,  on  a  à  chercher  combien  il  existe  de  formes  (a,  b,  c) 
de  l'ordre  impropre,  ayant  leur  point  représentatif  dans  la  région 
totale  I,  2,3,  4,  5  (arc  CH  compris),  de  discriminant  4 N-i- 3,  et  telles 
que  a  H-  csso  (mod4)- 

Soit  alors  •|'o=(a>  P>  ï)  "ne  forme  réduite  quelconque  de  l'ordre 
impropre;  en  étudiant  ses  équivalentes  dont  le  point  représentatif  est 
dans  1 ,  2,  3,  4  ou  5,  on  arrive  sans  difficulté  aux  résultats  suivants  : 

1°  p  >  o  (^  =  o  e?/  impossible  par  ay  —  p'  =  4  N  -I-  3). 

Formes  cliercliées. 

«^y=E2(mod4)  (a, P, 7),  (y,  7-^-7-^(3  +  =')'    («,  ?-«.  7-2Î3  +  «) 
a  =  o,     7  =  2  (ï,  P-a,  y-^p-ha) 

«=2,     -1  =  0  (y,  7-{5' y-^lî-t-a) 

«E^o,     '/  =  o  {C:  ?>,  y) 


2"     p<0. 

»  =  y  =  2(mod!i)  (a,P,y),  (y, -y- P,  y +  2  ? +  «),    (3(,^  +  ^,7  +  ap  +  a) 
a  =  o,     7:^3  (a,     [3  +  o(,7  +  2(3  +  a) 

«  =  2,    7  =  0  (7,  — 7  — (3,7-^-2|3-^-a) 

«  =  0,     y  =  o  (a.  (5,  7) 

Distinguons  maintenaul  deux  cas. 

lo  4  N  -f-  3  ss  7(mod8).  -  En  ce  cas,  par  ay  -  <^-  =  4N  -f-  3,  il  est 
impossible  qu'on  ait  a  =  Y  =  2(mod4);  il  résulte  alors  des  Tableaux 
précédents  quh  toute  réduite  ^„  correspond  une  et  une  seule  des 
formes  cherchées.  Ee  nombre  de  celles-ci,  c'esl-à-dirc  le  nombre  des 
solutions  de  (E'),  (ou  E),  est  donc,  avec  nos  notations  habituelles, 
p^(,/|l\  -f-3),  ce  qui  donne  une  nouvelle  démonslraliou  de  la  relation 
classique 

F,(M)=.E(M),         |lVL_=7(nio.lS;]. 
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2°  /'iN -H3EEs3(mocl8).  -  Alors,  par  ay-p^  =  4N  +  3,  on  a 
nécessaircincnl  a^Y^2  (inod4);  c'est-à-dire  qu'à  une  réduite  '|„ 
correspondent  trois  ('  )  des  formes  cherchées;  d'où 

F,(M)  =  ^-F(M),         [M  =  3(mod8)J. 


31.  Mais  les  Tableaux  précédents  nous  donneront  encore  d'autres 
conséquences. 

Soient  //,  A ,  /des  quantités  réelles  quelconques,  considérons  la  somme 

y; (4 m  +  4 p  +  4  -  4  K"- ly  ( •-! ni  +  1/(4 ?  +  2/ 

étendue  à  toutes  les  solutions  de  (E)  qui  vérifient  (58). 

Les  Tableaux  du  n"  49  établissent  entre  les  réduites  de  l'ordre 
propre,  de  discriminant  4 N  -h  3,  et  les  solutions  de  (E)  les  relations 
suivantes. 

A  une  réduite  (a,  [îi,  y),  où  a  impair,  y  impair,  répond  la  solution 
de(E)  : 

1.111  -h  I  =  a,  2  p.  =  p,  im  -t-  4  p  +  3  =  y. 

Si  a  pair,  y  impair  : 

■2.ni  -f-  I  =  y,  ■2[J.  =  £y  —  [i,  -im  H-  4p  +  3  =  y  —  2£|3  -+-  a. 

Si  a  impair,  y  pair  : 

2 III.  -I-  I  =  a,  2  [/.  =  [i  —  £a,  2  m  -H  4  p  -+-  3  =  y  —  2  £[3  -I-  a, 

£  =  ±:  I  selon  (pie  ^  f  o  ou  ^  ■<  o. 


(')  Cus  Irois  formes  ne  coïncident  que  si  (a,  [3,  y)  a  pour  point  représentatif 
le  point  A  ou  le  point  B  de  la  figure  i,  c'est-à-dire  si  (a,  (3,  y)  équivaut  à 
a(2x'-t- a.T'K-)- 9.y-).  Pour  que  la  proposition  du  texte  subsiste,  il  faut  donc 
convenir  de  compter  une  telle  réduite  (ou  classe)  pour  i.  Cette  remarque  s'ap- 
plique à  tout  ce  qui  suit. 
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H  t-n    résulte,  |)ar  un   calcul  immédiat,  ijue  la  somme  considérée 
s'obtient  en  ajoutant  les  trois  sommes 

étendues  respectivement  aux  réduites  propres  (a,  [i,  y)  de  discrimi- 
nant 4N  +  3,  pour  lesquelles 

a  impair,  y  impair;     x  pair,  y  impair;      a  impair,  y  pair. 

En  d'autres  termes,  la  somme  considérée  n'est  autre  chose  que 

^  ni'' in'\(  111.^  —  111  y  y, 

somnne  étendue  cette  fois  à  toutes  les  réduites  propres  de  discrimi- 
nant 4N -H  3;  w,  et  Mo  (nif'Srn.,)  y  désignent  les  deux  premiers 
inininia  impairs,  m  le  minimum  pair  d'une  quelconcjue  de  ces 
réduites. 

En  utilisant  les  Tableaux  du  n"  50,  on  trouve  de  même,  pour 
deuxième  expression  de  la  somme  considérée,  la  valeur  sui- 
vante : 

i"  4N  +  3^7(mod8), 

i;(^^,y'(;)''(,^.  +  ,'^.-,'^y, 

où  a,,  [Xo  (iJ-t  SjJ^j)  et  y.  sont  respectivement  les  deux  ]>r<'mieis  miiiima 
^o(iuod4)  et  le  mininuim  ^2(mod4)  d'une  rétiuite  fpiclcontiuc  ////- 
propre,  de  discriminant  4N  -t-  3. 

2°  4N  +3;i=3(imod«). 
où  V|,   v^,   V3,   (Vi^Vj^Vj)  désigneni    les  trois   |»reniiers  miiiima  d'une 
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réduite  impropre  ({iielconque,  de  discriiniiianl  4-^ +•  3  ('  ). 

52.  Identifions  maintenant  les  valeurs  obtenues  par  les  deux 
méthodes,  et  supposons  d'abord  4!^  +  3^7(mod8);  on  a 

(58)  '^m'' m'^im.-  ni^y  ==^{-iu.,Y(\u.y{u.,+  a,-  a)', 

les  sommes,  aux  deux  membres,  s'étendant  respectivement  aux  classes 
propres  et  impropres  de  discriminant  4^  +  3. 

Dans  les  deux  membres,  il  y  a  un  même  nombre  de  termes;  de 
plus,  A,  A-,  /  étant  quelconques,  il  résulte  d'un  principe  bien  connu  (^) 
dans  la  théorie  des  nombres  que  les  deux  membres  doivent  être  iden- 
tiques, terme  à  terme. 

Par  suite  : 

A  toute  classe  propre  de  discriminant  ^  7  (modS)  correspond  une 
classe  impropre  du  même  discriminant;  si  nif,  m.,  sont  les  minuna 
impairs  et  m  le  minimum  pair  (m,  5  m^  )  de  la  propre,  si  (a,  ,  u.^  sont 
les  deux  minima  ^o  modl\  (ij.,  5  u-o)  et  a  le  minimum  ^ee^  2  {^inod  l\) 
de  l'impropre  correspondante,  on  a 

u,^^m,  iJ..,:=/n,-h/n.,  —  ^m,  ^  =  -2m,. 

6ô.  Soit  maintenant  4N  +  3s^3  (  mod  S).  De  la  relation  analogue 
à  (58)  qui  résulte  immédiatement  du  n"  iîl ,  on  déduit  ce  théorème: 

A  toute  classe  impropre  de  discriminant  ^3(mod8)  en  corres- 
pondent  trois  propres  du  même  discriminant  ;  si  v,,  Vj,  V3  sont  les 
trois  premiers  minima  de  l'impropre  (vi^Volv,),  si  m,,  m.,:, 
m',,  ml;  n/.'[,  m",  sont  les  minima  impairs  et  m,  m',  m"  les  nu  m  ma 


(  ')  En  veilu  lie  la  l\'(jle  de  la  page  388,  si  une  des  réduites  esl 
a(2x^-i-  ixy-\-  2J-), 

faut  diviser  |)ar  3  la  partie  de  l'expression  précédi-nte  qui  lui  correspond. 
(^)  Diiiiciii.kt-Dkdekini),  Znhlcnlheoric.  3"  édition,  p.  ■ri-. 
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pairs  des  trois  propres  correspondantes  (nif  5  m,,  . . .),  on  a  (') 
m   =:2v,,  m'=-iv,,  m"  =  nv.., 

/«,  =  V,  +  Vj  —  :^  Vj,  m^  =  v,  +  V3  —  ^Vj,         to'^  =  Vo  +  V3  —  iv,. 

54.  Corollaires.  —  i"  Les  premiers  rainima  impairs  des  trois 
classes  propres  associées  à  une  même  impropre  étant  toujours 
m,,  ni\,  m\,  les  seconds  minima  impairs  {ni.,,  ni.,,  m".,)  ont  pour 
expressions,  par  ce  qui  précède, 

2 /?*',  +  2 ni\  —  //i , ,      2 /?? ,  -H  2 m'\  —  /??/, ,      1nl^  +  1  ni\  —  m\ . 

Leur  somme  est  3(/«, -l- /«, -H /??|),   d'où   ce   théorème  énoncé   par 
Liouville  sans  démonstration  : 

La  somme  des  seconds  minima  impairs  des  classes  propi'es  de 
discriminant  8M  +  3  est  trois  fois  la  somme  de  leurs  premiers 
minima  impairs. 

1°  De  même,  on  établirait  que  : 

La  somme  des  carrés  des  seconds  minima  impairs  est  neuf  fois 
celle  des  cannes  des  premiers  minima  impairs. 

3"  Considérons  enfin,  avec  Liouville,  la  somme  V  (?(</'  —  a),    a   et 

a'(^a'£a'^  étant  les  deux  minima  impairs  d'une  classe   propre  quel- 
conque de  discriminant  8 M  -t-  3.  Par  ce  qui  précède 

^^a(^a'  —  a)  =  V  m,  (2m',  -f-  2  w|  —  2///,,  ) 

-I-  ///,  (2 m,  +  2//<'|  —  im\  )  +  ni\  (2 m,  +  ^m\  —  ini\) 


(  ')  Si  le  (lisciiiniiuirU  est  du  Ivpe  3(/-,  jtarmi  les  classes  impropres  de  ce  dis- 
criminanl  figure  celle  de  la  forme  a{:>..r- -^- f.xy -^  ■?.  y')',  il  ne  correspond  à 
celle-là  qu'une  propre  a(x'-t- 3  r'''),  et  les  relations  ci-dessous  subsistent  entre 
les  miniuia  des  deux  classes. 
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OU 

V  a(a'— a  )^  2  V  J//^, ///,  4-  -i/ii^nt]  +-  ■iiii\ni\  —  iiï\—  ///,"—  nt"^' . 

Mais  Fexpression  du  discriminant  8 M +  3  en  fonction  des  trois 
niinima  v,,  v.,  V3  d'une  classe  impropre  est 

4(8M  +  3)  =  2v,  V2+  2v,v.,  +  2V.V.,  —  v'-;  —  v'  — v!;, 

c'est-à-dire,  par  ce  qui  précède, 

8AI  +  3  ^  ■2ni,r/i\  -+-  im^in\  -+-  ■im\in\  —  ni\  —  /»',' —  m","; 

d'où,  avec  notations  habiluelles, 

2a(a'  -  a)  =  |(8M  +  3)F(8M  +  3). 

Toutes  ces  propositions  ont  été  données  par  Liouville  sans  démons- 
tration. 

35.  Les  formules  des  n°'  32  et  35  relatives  aux  minima  donne- 
raient sans  difficulté  les  expressions  des  formes  propres  et  impropres 
qui  sont  en  correspondance.  On  reconnaîtrait  ainsi  aisément  que  : 

I"  4N -h  3  SS7  modS.  —  L'impropre  étant  (A,  B,  C),  la  corres- 
pondante propre  est  l'une  des  trois  formes 


donl  une  seule  est  d'ailleurs  propre. 

2"  4N  -H  3  5^3(niod(S).  —  Les  trois  formes  ci-dessus  sont  |)ropres 
et  sont  celles  qui  répondent  à  l'impropre. 

On  retombe  ainsi  siii-  un  résultat  bien  connu,  par  exemple  dans  la 
théorie  de  la  multiplication  complexe  (');  mais,  à  ma  connaissance  du 


(M    \Viiiii:ii,     lillijilisi-hi'    Inmclioncn,     |>.     '?>'Vy'M\\ .   —    Voir    aussi    LipsclllTZ, 
Ciellu,  l.  53. 
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moins,  les  relations  entre  les  niininia  des  classes  correspondantes  n'ont 
pas  encore  été  remarquées  explicitement. 


CHAPITRE  Yl. 

1°  Formules  ou  interviennent  ues  minima  des  classes  de  même  disciiiminant. 

56.  Les  premiers  membres  des  formules  de  Kronecker  sont  des 
sommes  algébriques  d'expressions  telles  que  F(N  —  .r-),  les  seconds 
membres  sont  fonctions  des  diviseurs  de  N;  dans  les  relations  qui  vont 
être  établies  maiiilenani,  les  premiers  membres  sont  des  sommes  du 

type  ^±  F(\  —  ./;^  —  y-),   tandis  que   les  seconds   membres  s'ex- 

primenl  à  l'aide  des  minima  des  formes  de  discriminant  ]\. 

a7.   Expression  de  -\Sy- .  —  Partons  de  la  relation  (2),  (n°  4), 

I      ,    ,  11,0,  H       -^    „,, ,        , 

7^1'^'-'      02      =2JI    \      1)""^' rt „,sm -2 m. r, 


a^=q    '-3q    '•-h...-h(-i)'"-'(2m-j)q         '      ; 
et  mulliplions  meml)re  à  membre  avec  la  formule  classi(jue  (') 
O/Jj^  =  tang-.r-f-  \'^(—  i)'" — ^— J7;^sin -iw./-. 

Kgalons  ensuite,  dans  les  deux  membres  nouveaux  développc'-s  en 
séries  de  Fourier,  les  termes  indépendants  de  .;;. 

Au  premier  membre,  le  terme  cbercbé  est  .1,0-,  en  vertu  même  de 
la  première  relation  (3).  Au  second  membre,  si  l'on  observe  que,  dans 
le  dévelo[)pemenl   en   sérii'  de  laiig.c  sin 'im.r,  le  lernie  ind(''peu(lant 

(')  Hermite,  C amples  renflas,  l.  LV,  p.  1 1  ;  Œuvres,  t.  11,  ji.  x^i. 

Journ.  de  Malli.  (li"  sirie),  Imiic  III.   —  l'asc.  IV.   1907,  5l 
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est  ( —  i)'""  ',  on  a,  pour  !<■  terme  cherché,  • 

1  1 

d'où  la  relation 

1  I 

Dans  les   deux   membres,  égalons  maintenant   les  coefficients   de 
3 
q     ';  au  premier  membre,  on  a  évidemment,  par  l'expression  de  cl, 
(no  8), 

(%)  i;(-  ir"'F(4N  +  3  -  4x-^  -  47=). 


Au  second  membre,  il  faut  poser 
(60)    4N  +  3  =  4/''"  —  (2JJ.  —  r)--t- (Smp       ("?  =  1,  f  =  0,  i<  [x<  m), 
et  le  coefficient  considéré  est 
(6r)  2(_,)^+f  .o(2,u.-.), 

la  somme  s'étendant  aux  solutions  de  (')o)  en  m,  [j.,  p,  qui  satisfont 
aux  inégalités  indiquées.  Toutefois,  une  solution  où  p  =  o  donne 
(—  1)1*  '  (21J.  —  1)  et  non  ( —  1)1^  '  i{p.\i.—  i),  parce  que,  dans  l'expres- 
sion ci-dessus  de  A. 0%  le  premier  terme  du  crochet  est  i  et  non  2, 
comme  l'exigerait  l'analogie  avec  les  termes  suivants. 
Four  évaluer  la  somme  (Oi),  écrivons  ((io)  : 

4  N  -t-  3  =  (  2  ///,  -h  2  p  —  2  [j.  -t-  I  )  (  2  m  -h  2  p  -f-  2  ij.  —  I  )  —  4  ?" ) 
et  faisons  correspondre  à  la  solution  {^w,  [j.,  p)  la  forme 

?  =  {'lin  -f-  2p  -  21X  +  i).x-=  +  4p.y.  -+-  (2m  +  2p  +  2[j.  -  i)y^ 

ou  j)lus  simplement  («,  />,  r). 
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D'après  cela,  et  d'après  les  inégalités  (()o),  s  est  une  forme  posi- 
tive, de  l'ordre  propre,  de  discriminant  4N  -|-  3;  ses  coefficients  sont 
assujettis  à 

(2  et  c  impairs,  a -f- c^o(mod  4), 

c  —  a  ^  2  (mod  4),  b  pair, 

a  -h  c  —  -ih^a,         b^o,         [\'ic  —  a -\- iSa  +  c  —  ib. 

Ces  conditions  se  réduisent  évidemment  aux  suivantes  : 
(62)  a  et  c  impairs,  c  >  a,  a  >  b,  b^o. 

Les  trois  dernières  expriment  que  le  point  représentatif  de  o  est 
situé  (/ig-  I,  p.  347)  à  gauche  de  Oy,  dans  l'une  des  régions  i,  2,  4; 
il  peut  être  sur  Oy,  mais  non  sur  le  reste  du  contour  total. 

A  chaque  solution  de  (60)  correspond  ainsi  une  forme  ç,  et  réci- 
proquement; de  sorte  que  la  somme  (Gi),  à  évaluer,  s'écrit  : 

(63)  22(-  ly         V^' 

étendue  cette  fois  aux  formes  cp;  toutefois  si  b  =  o,  le  terme  corres- 
pondant de  la  somme  (63)  doit  être  divisé  par  2.  Ce  cas  d'exception 
est  précisément  le  seul  cas  où  la  forme  0,  propre,  et  de  discrimi- 
nant 4N  -I-  3,  puisse  être  ambiguë. 

Maintenant  soit  'pi,=  (a,  [3,  y)  une  réduite  qiich:onquc  de  l'ortlic 
propre,  de  discriminant  4N  -1-3;  les  seules  formes  équivalentes  qui 
puissent  avoir  leur  point  représentatif  dans  la  région  indiquée  ci- 
dessus  sont  : 

9o  =  (a,fl,Y),  9,  =  (a,  P  +  a,  Y-H2!i-ha), 

i"  a  et  y  impairs.  —  o„  peut  seule  être  um-  Ini me  -:-,  cl  ne  l'est  que 
si  [i  =  o.  En  ce  cas,  elle  donne,  dans  (63^,  le  terme 
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qii'oi!  i''cril  niissi 

en  désignant  par  p.,  et  [)..,  ([x,<f/.2)  les  deux  minima  impairs  de  ç„;  par 
[t.  son  minimum  pair.  (Ici,  en  effet,  u.,  =  a,  [x^  =  Y?  ix  =  a  -i-  y  —  ajîl). 

Si  ^  =  o,  le  terme  (64)  doit  être  divisé  par  2. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  introduit  à  la  fois  les  deux  formes  oppo- 
sées (a,  ^,  y)  et  (a,  —  ^,  y),  qui,  ici,  ne  peuvent  être  équivalentes 
que  pour  [il  =  o,  on  peut  dire  qu'une  réduite  (a,  p,  y)  quelconque, 
pour  laquelle  a  et  y  sont  impairs,  ^  étant  =  o,  donne  dans  la  somme  (63) 
le  terme 

2"  a  impair;  y  ycair.  —  cp,  seule  peut  être  une  forme  ç,  et  ne  l'est 
que  si  ^  <  o.  (Ici  ^  ne  peut  être  nul,  car  ay  —  p-  =  4^J  -I-  3  montre 
que  p  est  impair).  Jl  lui  correspond,  dans  (63),  le  terme 

2(-l)  ^-^  OU  (|X,-   [^,)(— l)^ 

car  [j.,  =  a,  a^  =  a  -+-  y  +  2[i,  u.  =  y.  On  ]>eut  dire  aussi  que,  à  loute 
réduite  (a,  p,  y)  pour  laquelle  a  est  impair  et  y  pair,  répond  encore, 
dans  (63),  le  terme 

I  -  12P-Î— (i  — 21 

3"  a  pai/-;  y  impair.  —  C'est  ici  o^  qui  s'introduit,  et  le  résultat 
est  le  même. 

Donc  enfin,  la  somme  (63),  que  nous  savons  égale  à  l'expression  (  )9), 
n'est  autre  chose  que  la  somme 


72([-^-^.)(-i/''^" 


étendue  à  toutes  les  classes  propres  de  discriminant  4N  +  3;  jx,  et 
[v.^  ([j.,<  y.^)  désignent  les  deux  minima  iui[)airs,  ul  le  minimum  pair 
(1  une  i|N('lci>rM|U('  de  CCS  classes. 
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D'ailleurs,  on  peut  simplifier  un  peu  l'expression  de  Tunilé  qui 
figure  dans  la  somme.  En  elTet,  la  valeur  du  discriminant  en  fonction 
des  trois  minima  : 

4 (4  N  -H  3 )  ==  —  ( pi.  —  Lt,  +  [/./-  +  '1  U.IJ.., 
donne 

au,  =  4N  +  3  +  (^"-~^;'^'" 

Le  premier  membre  étant  pair  (à  cause  de  a),  on  en  conclut  que 
2([/.o—  [A,  +  (x)  est  impair,  et  dès  lors  [X[y.j^so  (mod  4),  c'est-à-diiv 
(jL^o  (mod4);  déplus 

[X[X2^4l^  +  4(niod  8)         ou        -7  u-a^EEsN  +  i(mod  2). 

Par  suite 

(-'/  =(-0 

car  l;.2  est  impair,  par  définition. 

D'ailleurs,  \(ij-.  —  it,  -+-  [/.)  étant  impair  et  a^o  (mod  4),  on  voit 
que  ^([J.2  —  [-«-i)  est  impair,  c'est-à-dire  que 

(-,)'"-=(-.)="■*". 

SH.    h'nutlcrnciit,  nous  ohlcnoiis  la  iclalioii. 

Au  premici'  mcmlu'c,  la  somme  porte  sur  toutes  les  valeurs  entières, 
p(isill\cs,  nulles  ou  U(''i;alives  de  ./;,  y,  Iciles  ([ue  4  ÎM  -|-  'î  —  .\jr — \y- 
III'  soit  pas  iièi;alif;  un  liriil  if)nipt<-  ilf  l'ordre  de  x-  et  de  j-'-,  c'est- 
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à-dire  que,  si  x^y,  on  a  à  prendre  les  dt;ux  termes 

(_  i)-+>-F(4N  +  3  -  4x-  -  4/-') 
et 

(_  iy+^F(4N  4-  3  -  4j2  -  4^='); 

c'est-à-dire  à  doubler  le  premier  de  ces  termes. 

Au  second  membre,  la  somme  porte  sur  les  classes  propres  de  dis- 
criminant 4N  -t-  3;  p., ,  p.o  ([x, ^ p-j)  sont  les  deux  minima  impairs,  p le 
minimum  pair  d'une  quelconque  de  ces  classes. 

39.  Remarque.  —  En  faisant  j;  =  o  dans  la  troisième  des  rela- 
tions (3),  on  obtiendrait  l'expression  de  A-,^  (')  : 

.tG=2(-i)^?"^'K'4v  +  3), 

(j;(n)  représentant  la  somme  des  diviseurs  de  n  inférieurs  à  \fn  :  c'est, 
d'une  manière  plus  précise,  la  fonction  ^  [<&(/*)  — ^''(«)]  de  Kro- 
necker  (-). 
Par  suite 


ce  qui  donne  une  expression  du  coefficient  de  g      '  dans  ci  6-,  où  ne 
figure  que  la  fonction  '|.  On  aura  dès  lors,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 


et,  par  suite,  la  soninie  qui  figure  au  premier  membre  s'exprime  à 
l'aide  de  la  seule  fonction  ^J;. 

Des  remarques  analogues  s'appliqueront  aux  formules  (jui  suivent. 

(')   Voir  aussi  Hkiimitk,  Lettre  à  Liom-itle  (Œuvres,  t.  II,  p.  1 19-120). 
(")  *b(n)  est  la  somme  des  diviseurs  de  n;W{n)  est  V(c?i  — li)  étendue  aux 
déc(nii))()silioiis  n=^dd^^  d^di. 
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60.  Expression  de  -iy],0.  —  On  opère,  comme  au  n"  37,  sur  les 
formules  (n"  3)  : 

^n]^^^-^  =«2<7Tf^sm2/n.x-, 

'    H,  cola;    '      ,^  ï     V         '        ^  i  i  J 

1 

et  l'on  trouve 

1 

Egalant  les  coefficients  de  rf*  dans  les  deux  membres,  on  parvient, 
par  des  raisonnements  analogues  aux  précédents,  à  la  foi-mule 

Dans  le  premier  membre,  f\x'-  est  écrit  avant  (2^  +  i)-,  c'est-à-dire 
que  l'ordre  des  deux  carrés  est  fixé;  au  second  membre,  la  somme 
porte  sur  les  classes  propres  de  discriminant  4N  ;  [a,  et  u-oCp-i  =  |J^2)sont 
les  deux  minima  impairs,  u.  le  minimum  pair  d'une  quelconque  de  ces 
classes. 

On  peut  écrire  aussi 

>;a(-if''''"'^^4(-i)^-'2;'H4N-(2m-M)M. 

mSo 

61.  Des  calculs  send)lal)les  ('),  à  partir  des  développemenls  de 
Yj, 0,011,0, 11:0-  et  rj, 0  11:0,;  |)uis  de   0;r,,  0110,  :0^  cl  y], H, 11:0, 


(')   11  fiiiidr:nt  seuleineiil,  au  lieu  des  Icrincs  inilt''j)cii(lanls,  égaler  les  termes 
en  COS./'. 
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donncraieiil  les  expressions  de 

iJ!,0-  Cl         iiiJjO,; 

ce  qui  coiidiiirail  aii.c  (b'U.r  fornialcs  ci-dessous  : 


Les  seconds  memljies  s'étendent  aux  classes  propres  de  discrimi- 
nant 4N;  les  [JL|,  u-o,  [j.  ont  les  mêmes  significations  qu'au  n"  (îO.  Dans 
les  premiers  membres,  Tordre  des  carrés  entre  en  lit,^ne  de  compte. 

62.  En  opérant  enfin  d'une  manière  semblable,  et  utilisant  les  for- 
mules du  troisième  groupe  (n°  8),  on  formerait  Cy)^  et  GïjiO,,  d'où 
deux  formules.  D'abord  : 

2  2<ï|_ ^ — ^ J  =  2-(.'^-  +  .^^-i^)(-0     ' 

la  somme,  au  second  membre,  s'étend  aux  classes  propres  de  discrimi- 
nant 4N  —  2;  [j.,  et  [7.2(^1.,  1  p.2)  sont  les  minima  impairs,  a  le  mini- 
mum pair  d'une  de  ces  classes. 
En  lin  : 


la  somme,  au  second  membre,  s'étendant  aux  classes  propres  de  dis- 
criminant 4N-t-i;  [;l,  et  [^.^(fJi.,  ^iJ-o)  sont  les  minima  impairs,  ix  le 
minimum  pair  d'une  de  ces  classes. 

Toulefois,  si  4  i^  +  1  est  un  carr('',  O',  painii  les  classes  pi-opi-cs  de 
discrliiiiiiaril     '|  N  +  1    ligure   o./-- -+- ov'- ;    le    Icrnic   coii'cspnndaiil,   au 
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second  membre  de  la  dernière  formule,  doit  être  divisé  par  2,  c'est-à- 
dire  que,  là  encore,  la  classe  compte  pour  i.  Enfin  I(o)  =  \. 


2"  Propriétés  de  certaines  fonctions  numériques  liées  aux  siinima 

DES    classes   de    même    DISCRIMINANT. 

63.  On  peut  introduire  certaines  fonctions,  liées  aux  minima  des 
classes  de  même  déterminant,  et  qui  satisfont  à  des  relations  analogues 
à  celles  de  Kronecker,  vérifiées  par  les  nombres  de  classes  eux-mêmes. 

64.  Fonction  §.  —  Soit  JC  le  terme  indépendant  de  x  dans  le  déve- 
loppement, en  série  de  Fourier,  de  la  fonction 

Pour  robteuir,  on  multiplie  membre  à  membre  les  deux  relations 
H,0,H 


^'    '    — W' —  ^  -I  ^  y    ( —  i)       «„,sni2mu,-,  i^voir  n   o7), 

i  7  — - — ^sin2//ia;: 

1^  I  —  q-">  ' 


II' 

-jr  =  cotanga; 


et  l'on  calcule  directement  le  terme  indépendant  dans  le  produit  des 
deux  seconds  membres.  C'est  un  calcul  analogue  à  celui  du  n°  37,  et 
qui  conduit  à  la  formule 

3e=2;2(-iy^/"*f(4N  +  3), 

N  =  0 

étant  posé 

(64')  J(4N  +  3)  3=  ;^(  ^.,-  [^,)(_  i)'-^-^^; 

la  dernière  somme  s'étend  aux  classes  propres  de  discii  minant  4N  +  3, 
[J.,  et  [J!.2  ([/.(  f;  p.2)  sont  les  deux  minima  impairs  d'une  telle  classe. 
D'autre  part,  si  l'on  multiplie  memi)re  à  membre  les  développe- 

Journ.  de  Math.  (  li"  série),  loiiie  111.   —  l'use.    IV,  1907.  J- 
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ments 


0 

^<  ^i  ^'  -p-^  =  4^(2/»  +  i)  1  Z  ^2^+1  cos(2m  +  i)a;,         (n°3) 


au  premier  membre  nouveau,  le  terme  indépendant  de  a;  est  3e  0;  au 
second  membre  (développé  en  série  de  Fourier),  c'est  évidemment 


I2m  +  1)'      2m  +  l 


Il  ne  reste  plus  qu'à  égaler,  dans  cette  expression  et  dans  3cO,  les 
coefficients  de  q     *  pour  obtenir  la  formule 

(-  ir2^(^N  +  3  -  4-.-^)=  22^/=(-  i)^, 

< 

la  somme,  au  second  membre,  s'étendant  aux  décompositions  en  fac- 
teurs 

/i^-h3  =  dd,,         d<Cd,. 

Ainsi,  la  fonction  numérique  ^(4/i  4-  3),  définie  par  (64'),  en  fonc- 
tion des  minima  impairs  des  classes  propres  de  discriminant  4«  +  3, 
vérifie  une  relation  du  même  genre  que  la  fonction  F(/in  -h  3),  qui 
exprime  le  nombre  de  ces  classes  ;  seulement,  au  second  membre 
apparaissent  des  carrés  de  diviseurs  (réels  et  positifs),  tandis  que, 
dans  les  formules  de  Kronecker,  ces  diviseurs  ne  figurent  qu'à  la  pre- 
mière puissance. 

(îiî.  Fonction  (J.  —  Si  l'on  calcule  de  même  le  terme  indépen- 
dant, r5,  dans  le  (léveloppcmenl  de  Fourier  de 
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en  Utilisant  ceux  de  y],  9,  OH,©,  H  :  0^  et  0',  :  0,,  on  trouve  aisément 

0 

étant  posé 

__  l(ll,+  U.,->-u.-l-2) 

f^(8v  +  7)  =  ;^a(-iy' 

somme  étendue  aux  classes  de  Vordre  impropre  de  discriminant 
8v  +  7,  \l.^  et  [J-oCl^i  =i"-2)  étant  les  deux  minima  eso  (mod  4),  et  p. 
le  minimum  ees2  (mod  4)  d'une  telle  classe. 

D'autre  part,   la  multiplication  des  développements  de 

ï];6,eHH,:0%         (n°3), 
et  de  0',  permet  de  calculer  ."\7],,  d'où  la  formule 


la  seconde  somme  s'étendant  aux  décompositions 

0  <[  0,  et  0,  0,  étant  de  parités  difTérentes. 

(  )n  pourrait  nndtiplier  aisément  les  exemples  de  cette  nature. 


3"    FORMUI.BS    ou    INTERVIENNENT    LES    CARRÉS    DES    MINIMA    DES    CLASSES 
DE    MÊME    DISCRIMINANT. 

(>G.   Expression,  de  A^'y],  0].  —  En  dérivant  le  développement  clas- 
sique de  11-  :  0^,  à  savoir 

2  û2  JI"       Q  V    '"7"'         u  V    "'7'"   ' 
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et  utilisant  les  relations  différentielles  (n"  2),  on  a 


D'autre  part  ('), 

(66)  9|— rp  =  colangd?  4-  2  ^  q"''[i  +  2.q~' -\- ...  +  iq~^"'  ^'jsinimx. 

1 

Multiplions  (65)  et  (66)  membre  à  membre,  et  égalons  ensuite  les 
termes  constants  dans  les  deux  membres  nouveaux,  développés  en 
séries  de  Fourier. 

Le  premier  membre,  yj^G^G-H;;©,  ;  0-,  a  pour  terme  constant, 
d'après  (4), 

(67)  -4ci'e'Y],G^,      c'est-à-dire      4'^,  0' y(- i)'^'  "*F(4v  +  3). 


Au  second  membre  nouveau,  le  terme  constant  est(-) 
(68)     HV^i!^  +8y,,ï^^!î^li+2y-'  +  ...  +  27-""-"'1. 

l 

Egalons  maintenant  les  coefficients  de  cf*  dans  les  expressions  (67) 
et  (68). 

Dans  (67),  en  vertu  de  la  relation  classique  (^) 


ri,G:  =  22?""'*(4/i+i), 


(')  Hek>iitiv,  ConipU's  rendus,  t.  I^V  ;  Journal  de  Liouville,  ">."  ^érie,  t  IX, 
p.  145  ;  Œuvres,  l.  II,  p.  a/j^. 

(')  Car  dans  le  développement  ootanj;./- sin  ■.>./«  ,r,  le  leiine  constant  est  i. 

(^)  Celle  relation  expiime  que  le  nombre  de  décompositions  de  [\li  ■}-  l  en 
quatre  carrés,  le  carré  impair  écrit  d'abord,  est  égal  à  deux  fois  la  somme  des 
diviseurs  de  4/'  +  !• 
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OÙ  $(/*)  désigne  la  somme  dès  diviseurs  de  «,  le  coefficient  de  q'*  est 

Dans  (68),  le  coefficient  de  q^  se  compose  de  deux  parties. 
On  doit  d'abord  poser 

(69)  N  =  m'+  im' a'  =  m'(2.p'  4-  "), 

et  prendre  8  Vm'^. 
Il  faut  poser  ensuite 

("jo)    N  =  W-+  m  4-  2mp  —  pt.-         (m>  i,  p^o,  |  [j.  |  <  m  —  i), 

et  prendre  SVm-,  étendue  à  toutes  les  solutions  m,  p,  [jl  de  cette 

équation,  qui  vérifient  les  inégalités  indiquées. 
Ecrivons  (70) 

4N  =  (2m  +  2p— 2|u|  +  l)(2m  +  2p  +  2|[J.|  +  l)  —  (2p  +  i)- 

et  faisons  correspondre  à  toute  solution  rti,  [j.,  p  la  forme  positive,  de 
l'ordre  propre  et  de  discriminant  4N, 

ç  =  (2 m  +  2  p  —  2  1  [Jl  I  -I-  1 ,  2  p  +  1 ,  2 m  +  2  p  +  2  I  f^l  +  I  )  =  (cf,  ^j,  c). 
Les  coefficients  de  'S  vérifient  les  conditions 

a  et  c  impairs,         a-hcs=2,  c  — a^o(mod4),  /impair, 

,.  c-t-a— 26^  ^, 

o_>o,         • -, ^i,  aj>if,  Ci^a, 

qui,   le  discriminant  étant  \N,   se   réduisent   évidiMiiuicnl   aux   sui- 
vantes : 

(71)  f>  impair,  h'^o,  a'^b,         c^a. 

A  une  solution  (///,  ia,  p)  de  (70)  correspond  ainsi  une  forme  ç;  à  une 
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forme  o  répondent  (à  cause  de   ±  a)  deux  solutions  de  (70),  sauf 
si  p.  =  0. 

On   a   donc  finalement  à  considérer  les  formes  ç  et  à  prendre  la 
somme 


2  X 


Zi- ^6 ou     2i^a  +  c-iby, 


étendue  à  toutes  ces  formes.  Toutefois,  si  [j:  =  o,  c'est-à-dire  si  c  ^  a, 
le  terme  (a  +  c  —  ■ib)-  doit  être  divisé  par  2. 

Les  inégalités  (71)  montrent  que  le  point  représentatif  de  9  est 
{fig.  I,  p.  ^l'x'])  à  gauche  de  Oy,  dans  l'une  des  régions  i,  2,  4)  y 
compris  le  contour  M'CAH,  et  non  compris  la  ligne  Hy. 

Soit  alors  90  =  (a,  p,  y)  une  réduite  quelconque  propre,  de  discri- 
minant 4N. 

1°  Si  P  est  impair  et  [3  >  o,  9^  est  une  forme  9.  Si  [3  <  o,  aucune 
équivalente  de  Ço  n'est  une  forme  ç. 

Pour  P  >  G,  <po  donne  le  terme  (a  -1-  y  —  2p)^,  ou  a-,  en  désignant 
par  [JL  le  minimum  pair  de  o. 

Toutefois,  si  a  =  Y  (ce  qui  est  le  seul  cas  où  ç^  puisse  être  ambiguë 
lorsque  p  est  impair),  il  faut  prendre  seulement  i[j.^. 

On  peut  donc  dire,  en  introduisant  les  réduites  opposées  (a,  [3,  y) 
et  (a,  —  p,  y),  qu'une  réduite  quelconque,  propre  (a,  p,  y),  de  discri- 
minant 4N,  où  ^  est  impair,  donne  le  terme  ^  p^",  ^  désignant  son  mi- 
nimum pair. 

2°  Si  j3  est  pair,  l'un  des  deux  coefficients  a,  y  esl^o(mod4), 
l'autre  est  impair.  On  trouve  encore,  par  un  raisonnement  semblable 
à  celui  du  n"  57,  qu'une  réduite  quelconque,  où  [3  est  pair,  donne  le 
terme  ^u.-.  11  n'y  a  qu'un  cas  d'exception,  c'est  celui  d'une  réduite 
ambiguë,  çi,  pour  laquelle  [3  =  o. 

En  ce  cas,  aucune  des  formes 

(7.,^,  y),     (a,  ^±a,  y±2p  +  oc),      (y,  -  ^  ±  y,  y  +  2|3  +  a) 

n'est  une  forme  9  :  car  si,  par  exemple,  c'est  a  (pii  est  impair,  la 
seule  équivalente  à  9,,  ((ui  puisse  être  une  forme  cp  est  (a,  a,  y  +  a), 
et,  comme  en  ce  cas  a  =  b,  elle  n'est  effectivement  pas  forme  9. 
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Donc  enfin,  dans  le  coefficient  cherché  de  q^^  chaque  réduite  propre, 
de  discriminant  4N,  donne  le  terme  ^ti.^,  sauf  les  réduites  pour  les- 
quelles p  =  o  :  mais  les  termes  qui  proviennent  de  (69),  à  savoir 

%y^m'-,     ou     \^{\m')-, 

font  évidemment  disparaître  l'exception,  car   ils  s'écrivent  -  Vu.-, 

somme  étendue  aux  réduites  propres  de  discriminant  4N,  pour  les- 
quelles le  coefficient  moyen  est  nul. 

67.   Par  suite,  la  conclusion  de  cette  discussion  est  la  formule  : 

(- «r'^C- i/F('iN-4A  -  i)<I>(4A  +  i)  =  ;^  2f; 

A  g  0 

$(/z)  est  la  somme  des  diviseurs  de  «,  et  la  somme  au  second  membre 
s'étend  aux  classes  propres  de  discriminant  4N,  \x  désignant  le  mini- 
mum pair  d'une  quelconque  de  ces  classes.  Bien  entendu,  au  premier 
membre,  A,  qui  part  de  o,  prend  toutes  les  valeurs  (positives  et  en- 
tières) qui  ne  rendent  pas  .'JN  — 4'*  — i  négatif,  c'est-à-dire  que 
A  =  o,i,2,...,(N-i). 

Cette  formule  est  intéressante  en  ce  qu'elle  exprime  V  ix-  à  l'aidé 
seulement  des  deux  fonctions  F  et  $. 

08.  De  même,  en  parlant  de  (()5)etdu  dévelo[)pemi;ntde  y],  00,  :  H, 
on  formerait  2tj]0,,  d'où  la  foi-mule 


i:i[^^'i"*"^']*(i*+i)=^v 


1^" 


A>0 


la  somme  s'étendant,  au  second  membre,  aux  classes  propres  de  dis- 
criminant 4  N  —  I,  et  IV.  désignant  le  minimum  pair  d'une  telle  classe'. 

On  n'oubliera  pas  (juc  I  (o)  =  ,• 

Indiquons  iMainlcnaiil  une  voie  (lillVTcnlc  [tour  olilcnii' des  relations 
analogues. 
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69.  Définition  de  la  fonction  i^  (g)-  —  iVous  désignerons  par 
i^{g),  ou  plus  simplement  C,  le  terme  constant  dans  le  développement 
trigonoraétrique  de 

'il    (  0^ 

On  peut  évaluer  £  de  diverses  manières. 

En  premier  lieu,  parlons  des  développements 

■> ft>f, ,  H,(")iH       jjV"    ni-q'" 
1 

Y],    -^    =^2à1     \-1     ^■■■+q  Jsinama?; 

1 

en  multipliant  membre  à  membre  et  égalant  les  termes  constants,  on 
trouve 

C  est  donc  de  la  forme 

(72)  ^  =  y^({        ''='^' 

0 

et,  si  l'on  pose 

(73)  8N  —  1  =4w'-'  +  4m  +  8/«p  -  (2[jL  —  i)^ 

la  somme  s'étendant  aux  solutions  indiquées,  m,  p,  [x,  de  (73).  En 
écrivant  (73) 

8 N  —  r  =  (2 m  +  2  p  —  2  a  4-  2)(2  w.  +  2  p  +  2  [jl)  —  (2  p  +  1  )'  =  ce  —  Z*% 
et  faisant  corresjiondre  à  la  solution  ///,  p,  [jl  la  forme  (a,  />,  r)  posi- 
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tive,   impropre,   et  de   discriminant    8N  — i,   on   reconnaît,   par   la 
marclie  drjà  si  souvent  suivie,  qu'on  a 

(74)  .«■N  =  -^y,([-''  +  [-^:), 

p.,  et  Uo  ([J.,  5  iJ-a)  étant  les  deux  minima  ^o  (Lnod4)  d'une  classe  im- 
propre quelconque,  de  discriminant  8  N  —  i . 

70.   Seconde  éva/ualio/i  de  a^,.  —  En  opérant  de  même   sur  les 
deux  développements  (n°*  5  et  4)  : 

., ,.  ,,    HH,          ,,  v^     mt/'" 
"^iT'Ji^J    -1^     =  (S  >   '-^  s\n2.mx, 

11,0, H 


a„,sïn2//ix. 


1 
(voir  n'^  o7  ),  on  trouve  : 

m', -m      r     _'  '-'"-  '''1 

C^  i6y^(-  i/"-^'  m   'I    ^^„,  [y   ^  —...  +  (-  i)"'  '(2/??—  i)y        *     J. 
1 

On  est  ainsi  conduit,  pour  calculer  «;,,  à  poser 

8N  —  I  =  4"'''  -+-  l\in  +  8//<p  —  (liij.  —  i)-,     (jn^i,  p  Jo,  o  <^  u.;;  //<), 

d'où 

a^.  =  I (3  V„,  (  2  pL  -  I  )  (  -  I )"'+p+i^. 

En  introduisant  la  même  forme  (a,  A,  c)  (pie  ci-dessus,  ou  liouve 
(75)  a^=>](2[x,p.,  -  [xij.,  -  [j.|j.,), 

[X,,  [j.^,  étant  les  minima  ^o  (mod4);  (p"-!  =  P^j)  et  ,u.  le  minimum  ^2 
(mod/i)  d'une  classe  impropre  (pielconque,  de  discriminant  8  N  —  i. 

71.    La  comparaison  des  deux  \aleurs  de  a;^  conduit  à  la  lelation 

Jourii.  de  Math.  (6°  série),  loiiie  III.  —  Kasc.  IV,  1907  iJ-J 
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suivante  : 

(76)  2^1^'  "•"  ^^  "•"  ^^^'  +  2jj.[j..  —  4[A,ij.2)  =  o; 

la  somme  s'étendant  à  toutes  les  classes  impropres  d'un  discriminant 
donné,  8N  —  i;  u.,,  pi-a  et  [jl  ont  les  significations  qui  viennent  d'être 
indiquées. 

La  relation  (']G),  qui  semble  nouvelle,  ne  paraît  pas  facilement  dé- 
montrable par  voie  élémentaire. 

Exemple.  —  SoitSN  — i  =  i5;  il  y  a  deux  classes  impropres 
(2^1,  8)  et  (4,  I,  4))  pour  lesquelles  a,,  [jl^,  jj^  ont  les  valeurs  respec- 
tives 

8,  8,   2     et     4>  4)  6; 
et  l'on  a  bien 

(8^  +  8-  -+-  4.8  +  4-8  -  4-64)  +  (4'  +  4'  +  12.4  +  12.4  -  4- 16)  =  o. 

72.  Troisième  évaluation  de  a^,.  —  Il  faut  partir  des  relations 
[n"^5ct8,  (5)] 

•rj^j,  iiili=4,i;,H,  -  8^]?     *      (^-'+...-f-w^-"")cos(2m-M)a:-, 
1 

^.  ^.  ^'  ^  =  4^1(2'»  +  0  TZ:^^.  cos(2/«  4-  i).r  ; 
0 

et  faire  encore  le  produit  membre  à  membre.  On  obtient  ainsi,  pour  C, 
la  somme  des  deux  expressions 

1 6  m,  2]  (  2  m  +  I  )  ^4^____ 
0 
et 

(llierclions  le  coefficient  de  q     '  dans  la  première. 
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En  vertu  de  l'expression  de  iiL  (p.  35o),  ce  sera 
(78)    i6^(2m  +  i)F[4A-  +  3-(2OT+i)^-2(2m+i)-4(2m+i)p], 

m  étant  entier  positif,  p  entier  positif  ou  nul,  et  la  somme  s'étendant  à 
toutes  les  valeurs  de  m,  p  qui  ne  rendent  pas  négative  la  quantité  sur 
laquelle  porte  F. 

La  quantité  (71^),  que  nous  désignerons  par  p^,  s'écrit  évidemment 

p,--=  i62  F[4A-  +  3  -  (4A  +  3)]K4A  +  3), 


^(n)  désignant,  comme  au  n°  39,  la  somme  des  diviseurs  de  n  infé- 
rieurs à  \/n. 

Il  faut  maintenant  développer  de  même  la  quantité  (77)  suivant 
les  puissances  de  q;  cette  quantité  est  évidemment  du  type 

on  calcule  y^  par  nos  méthodes  ordinaires,  et  l'on  trouve  ainsi  : 

I»  /t  impair yi=    ^^(fx,  — ^,) 

2°  A-  pair y^—  2^  'J^i'^f-i—  v,  ) 

u.,,  [j:^  désignant  les  minima  ^o(mod4)ct  [jl  le  minimum  :^;2(niod4) 
d'une  classe  impropre  quelconque  de  discriminant  4 A"  4-  3  (/f  impair); 
^o  ^2)  "^si^^i  ='^2 ^'^3)  les  niinima  d'une  classe  impropre  quelconcjue  de 
discriminant  4A  +  3  (k  pair). 

On  obtient  ainsi  une  nouvelle  expression  du  coefficient  de  q  '' 
dans  C;  c'est  ^^-h  y^. 

1°  Soif  k  pair;  k  -+■  ^  est  du  type  2/1'+  i  —  i;  comme  il  n'y  a  pas 
de  tels  termes  dans  C,   il   reste   fi^  +  y^  =  o,   c'est-à-dire,  en   faisant 
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A-=2M, 

8^ F[8M  +  3  -  (4A  +  3)]'K4/i  +  3)  =^v,(v, -  v,); 

la  dernière  somme  porte  sur  les  classes  impropres  de  discriminant 
8M  +  3,  et  V,,  Vo,  Va  désignent  les  trois  minima  d'une  quelconque  de 
ces  classes  (v,  ■;; v,  5  v^). 

2°  Soit  k  impair;  A  =  2N  —  i  ;  on  trouve,  en  égalant  p^-i-  -^^  à  la 
valeur  (71)  de  a^,., 

8^  F[8N  -  I  -  {^h  +  3)]4.(4//  +  3;  =2;  ^^(\^^  -  !^-)' 

[X, ,  (jLo  étant  les  deux  minima  ^^o(mod/|)  et  tx  le  minimum  sH2(mod4) 
d'une  classe  impropre  quelconque  de  discriminant  8N  —  i,  {ll.^^^.^). 

75.   Quatrième  évaluation  de  a,^.  —  On  partira  des  formules  : 
Vi^Q^0^^=-2y(2m  +  i)^^^^L,.cos(2m  +  .)x  +  iy].0;Q|i, 
.H,0 


^=         22;(-l)'"S'       '        [■-25r-'+...-+-2(-l)"'5r-'"']cOs(2m  +  l); 

0 

une  suite  de  calculs  analogues  conduira  aux  deux  relations  ci-dessous, 
OÙ  les  notations  du  numéro  précédent  sont  conservées  et  où  cp(«)  dé- 
signe la  somme  des  diviseurs  impairs  de  n  : 

32;2F(8M+3-4/0[2(-0'    +il?(/0=i;(v;  -^<+<)- 

On  fera  0(0)  =  :^  et  l'on  ne  comptera  que  pour  ^  la  classe  (2a,  a,  id). 
7i.   En  introduisant  (le  même  le  terme  en  cosx'  du  développement 
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trigonométrique  de 

on  arriverait  à  des  résultats  dont  nous  ne  citerons  ici  qu'un  seul, 
8VF[4N-(4A  +  i)]'K4/*  +  i) 

hgo 

=^^m,(m,  +  m.,-  m)[i  -(-i)*  J, 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  classes  propres  de  discriminant  4N, 
/??,,  mj  étant  les  deux  minima  impairs  (m|<mo),  m  le  minimum  pair 
d'une  telle  classe. 

Enfin  '\i(^h  +  i)  a  le  sens  précis  indiqué  au  n"  o9;  c'est,  si  f{h  -+-  i 
non  carré,  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  4'*  -I-  '  inférieurs  à  sa 
racine  carrée;  si  4/*  +  i  =  S-,  c'est  cette  même  somme  augmentée 
deiS. 


DEUXIEME   PARTIE. 

APPLICATIONS    DE    LA   TRANSFORMATION   DU   TROISIÈME    ORDRE. 


CHAPITRE  I. 

FORMULES    DÉDUITES    DES    DÉVELOPPEMENTS    FONDAMENTAUX. 

75.   Rappelons  d'abord  les  relations  suivantes,  qui  appartiennent  à 
la  transformation  du  troisième  ordre  des  fonctions  thêta  (')  : 

-  C  H(3a^,  q')  =  H  (x-)Ii  (x  -  j)  H  {.c  +  l\ 

(')    Voir,  par  e\emiilo,  Weber,  Elliptische  Functionen,  §  28. 
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C  Il,( Z^^.-,  y')  =  H,(x)H,  (a;  -  I)  H.  (./:  +  I 
C  0  (3x,  ff)  =  0  (x)  0  [x  -  f  )  0  (x-  +  l), 
C  0, (3^,  y»)  =0,(x-)0,(x-- 1)0,(^+1), 


la  constante  C  ayant  pour  valeur- v3  v],  0,  G  :  H  (  ^  h  on  a  d'ailleurs 
directement  pour  H  ^jj  la  valeur  v/3  y)(  5''),  en  désignant  parY](ç). 


avec  M.  Weber,  la  fonction 

On  conclut  immédiatement  des  relations  précédentes 

(79) 


0,(1)  =  V](^^) 


v/-o,Ô 


7().  Lemme.  —  Faisons  jc  =  0  dans  le  développement  classique 
rj-  0: 7-;  =  8  >  — ^--  —  8  >  ^  cog  2  m  x  ; 

1  1 

il  \ienl,  en  vertu  de  (79), 

(80)  3-^,0.yi,(y-)0,(.y^)  =  8^-^(1 -cosif^ 

1 
D'ailleuis  (  n"  li), 


(,o) 
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quant  à  cos^,  c'est  i ,  si  m=o(mod3),  et  -  [  dans  tout  autre  cas. 
Si  maintenant  on  égale  les  coefficients  de  q""  dans  les  deux  membres 
de  (80),  on  obtient  immédiatement  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  décompositions  de  ^'S  selon  la  formule 

où  X,  y,  z,  t  sont  entiers,  positifs,  nuls  ou  négatifs,  est  égala  seize 
fois  la  somme  des  diviseurs  de  N  dont  les  conjugués  sont  impairs 
et  qui  ne  sont  pas  multiples  de  3. 

77.  Relations  déduites  de   la  formule   fondamentale  (10).   — 
Dans  cette  formule  (10),  qui  s'écrit 


0  ' 

x[(-2m--i)q       '~^(im-^)q       '      +. .  .J  cos(2/«  +  i)x, 
faisons  rr  =  |-  Le  premier  membre,  en  vertu  de  (79),  est 

3^.(?V)0.(?')H.(f)e.(f; 

ou,  d'après  le  n°  14, 


3 
2 

c'est-à-dire 


(82) 


(81)  lri:{q^)-ri,{y^y,9     '     cos(2m-M)|. 

Le  second  membre  est 
i        '-^2''/   '    F(8v4-7)xVy     '      cos(2/«-F- 1)3 
i-fi^q     '      U--i'"-')7       '     -^(2m-5)y       '      -+-. .  .J  cos(2/« -l-i  ) 
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Égalons  les  coefficients  de  q^  dans  les  deux  expressions  (8i)  et  (82). 
Dans  (81),  on  doit  poser 

(83)  8N  =  3(2r  +  iV  +  3(2/-+-i)^+(27+i)-+(2m  +  i)^ 

et  prendre  la  somme 

(84)  ^^cos(2m.-^i)'^, 

étendue  à  toutes  les  décompositions  (83)  de  8N. 
Or: 
1  °  Si  N  £^  o  (mod3),  2/+ 1  et  2  w  + 1 ,  dans  (83),  sont  E^o(mod3)  ; 

donc  cos(2w  +  i)^  est  —  I,  et  la  somme  (8  j),  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient de  q^  dans  (81),  est  —  f  Dî>,  où  X  désigne  le  nombre  des  repré- 
sentations (83),  nombre  calculé  d'une  manière  générale  au  n°  76. 

2°  Si   N^ — I  (mod3),   Fun    des    entiers    2y-t-i,     2w  4- i    est 
=  0  (mod3),  l'autre  ^±  1  (mod3);  d'ailleurs,  on  a  évidemment 


2cOs(2W-4-l)J  =  g^rCOS(2m  4-l)|-f-C0s(2_X-Hl)JJ. 


et  comme,  au  second  membre,  un  des  cosinus  est  —  i ,  l'autre  -+-  j,  la 
somme  (84)  est  égale  à  —  ■;|^  3^. 

3°  Si  N^-h  i(mod3),  comme  2y+ i  et  27«-i-i  sont  tous  deux 

ss±  I  (mod3),  cos(2m-l-i)Test  ',  et  la  somme  (84)  est -at,. 

Clierchons  maintenant  le  coefficient  de  q^  dans  (82). 
Dans  la  première  ligne  de  (82),  c'est  évidemment 

ay  F[8N  —  (2m  +  i)=J  cos(2m  +  i)|- 


Dans  la  seconde  ligne,  il  faut  poser 
(8))       8N  =  (2m-i- i)^  — (2(j.  —  1}%         m,  [j.>i,         \J-<'>i, 
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/n  et  [JL  étant  de  plus  de  même  parité,  et  prendre  la  somme 

—  4  2(2[i.-   i)cos(2/n -+-  l)~ 
Or  on  écrit  (85) 

2N  =  (m  —  tx  +  i)("^  +  I^)  ==  ^^f 

S,,  c'est-à-dire  m -1- iji,  étant  pair,  et  0,  ou  m  —  ij. -h  r ,  impair, 
puisque  m  et  a  sont  de  même  parité;  de  plus  ù<^o,.  On  en  conclut 
immédiatement  que,  dans  la  seconde  ligne  de  (82),  le  coefficient 
cherché  est 

la  somme  s'étendant  aux  décompositions,  déjà  rencontrées  au  n"  56, 
2N  =  oo,,  0,  pair,   oimpair,  o<^o,. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  égaler  les  deux  valeurs  trouvées  pour  le  coeffi- 
cient considéré. 

Auparavant,  faisons  a?  =  o  dans  (10),  et  égalons,  dans  les  deux 
membres,  les  coeflicients  de  q^;  nous  trouvons  immédiatement  la 
formule 

(86)  0  -  2  F[8N  -  (2m  +  i)=J  -  2;^  (S,  -  0), 

> 

7rt=:0 
< 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  mêmes  décompositions  ■2N  =  oo, 
que  ci-dessus. 

78.  Fornndcs  filiales.  —  Maintenant,  égalons  les  valeurs  obte- 
nues pour  le  coefficient  de  q^  dans  (81)  et  (82). 

i"  N^—  I  (mod  3).  On  a  (n"  "iH)  X  =  i(>^c^',  d  étant  un  tlivi- 

seur  (pielconque  de  N  à  conjugué  impair;  et,  par  suite, 

-  "Hî  ir>  V  ^/'=  2  V  F[8N  -  (2///  +  iy^Jcos(2w  +  1)  J  _/,  V(.:,  _  g)cos(û,  +  3)^. 

Journ.  de  Math.   (Il"  série),  loiiie  Hl.  —   Kaso.  IV,   1^07.  5/j 
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Quand  on  pose  -.'N  =  oo,,  d'où  00,^=1  (niod3),  on  voit  que  S,  et  0 
sont  simultanément  ^+1  ou  ss—  i  (  mod  3);  l'un  étant  pair,  l'autre 
impair,  0,  4-  0  est  impair  et  ^±  2  (mod  3),  c'est-à-dire  que  o,-i-  0 
est  6h  +  I  ou  6/;  -I-  5  ;  donc 

COS(0,  +  Cf)'j   —  -• 

On  a  ainsi 
-3V,/'=  oVf[8N  — (2/n  +  i)^lcos(2m  +  i)|  -  -1^(0,-0). 


Combinant  avec  (86),  et  observant  encore  que  cos[(27»  +  i)ti  :  3] 
est  —  I,  si  int  -h  i  se o  (mod  3),  et  ^  en  tout  autre  cas,  on  obtient  les 
deux  formules 

(87)  VF[8N-;)(2a  +  i)-']=      ^d' 

''^°  \   N  =  -i(mod3), 

(88)  VF[8N—    (6p±i)^]  =  -  V^'+2y(o, -S) 

d'  désignant  tout  diviseur  de  N  à  conjugue  impair,  et  la  dernière 
somme  s'étendant  aux  décompositions  2N==  00,  où  o^'^o,  0,  pair, 
S  impair. 

2°  N^-t-  I  (mod  3).  On  a  de  même 

(3  y  d'^i  V  F[8N  -  (2m  +  ly]  cos(im  +  i)|  -  4^(0,  -  S)cos(o,  4-  o)|- 


Ici,  par  2N  =  00,,  la  somme  0,-1-0  est  impaire  et  ^o(mod3); 
donc  cos[(o, -1-0 )7r  :  3]  est  —  i,  et  l'on  trouve,  en  combinant  avec  (86), 

(89)  ;^F|8N-  (6?±iy]=    ^y^d' 

N  =  i  (mod3\ 
(90)     2;F[8N-9(2|x  +  i)=]  =  -22;^/'+22(o.-S)' 

d',  0,  0,  ayant  même  signification  que  ci-dessus. 
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3"  N^o(mod3).  On  a 

—  iiy<r=  ^^FISN  -  (2m  +  i)=|cos(2m4-i)j  -^^(o,  -  o)  cos(o,  ■+■  S)  J, 
< 

d"  désignant  (n"  7(i)  tout  diviseur  de  N  /lo/i  multiple  de  3  et  à  con- 
jugué impair. 

Ici  (à  moins  que  N  ne  soit  pas  divisible  par  9),  cos(^o, +  0)^  n'a 
pas  une  valeur  fixe;  on  peut  écrire,  d'ailleurs, 

^    T.  3/ô,+ 


le  symbole  de  Jacobi,  (  ^^  ) ,  étant  nul  si  o,  +  o  =  o  (mod  3). 
La  combinaison  avec  (8())  donne 

(91)    |F[8N-    (Gp±i)^]  =  -4l^/"4-.V(o._.:)(^y  1 

pI"  ^      ^     _   \    N  =  o(mod3), 

(92)  ^Ft'^^N-^c^i^+ovN  4>;^/"-H-2V(§.-o)[i-^îii^)-]  j 

(i.|o  ' 

d"  désigne  tout  diviseur  de  N  non  multiple  de  3  et  à  conjugué  inipau'; 
0,  et  G  ont  la  même  signification  que  plus  liant. 

79.  Remarque.  -  Si  \,  multiple  de  ),  ne  l'est  pas  de  9,  le  sym- 
bole de  Jacobi  (pii  ligure  dans  les  deux  dernières  formules  est  égal 
à  ±  I  ;  si,  de  plus,  on  observe  (|ue  li'Ld"=^Zd',  d'  désignant  loul  divi- 
seur de  N  à  conjugué  inq)air,  on  voit  que  les  fornndes  (92)  et  (91) 
coïncident  avec  (87)  et  (88). 

Ainsi,  pour  N  =  o(mod  3),  et  non  =-o(^m()d  9),  les  t'orinules  (87) 
cl  (88)  subsistent. 

80.  Formules  e<,mpléuieu/(iire.s.  -  Ou  peul,  par  voie  élémen- 
taire, obtenir  des  formules  analogues  aux  précédentes,  et  dans  les- 
quelles 8N  H- 4  reuqilacerait  8N.  On  part,  pour  cela,  de  la  relation 
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d'Hermite  (  ii"  8)  : 


ri:{^q)^»yq   '    F(8v  +  3); 


et  l'on  mulliplio  les  deux  membres  par  H,  i:^,  slqV,  on  égale  ensuite, 

dans  les  deux  nouveaux  membres,  les  coefficients  de  q'^  .  Calculons 

ceux-ci. 

Au  premier  membre,  il  faut  poser 


(93) 


et  prendre  y  cos(j/  +  i)|  étendu  aux  représentations  (g'i). 
Au  second  membre,  on  a,  pour  le  coefficient  cherché, 

S^FfSN  +  4  -  (2m  +  i)']  cos(2m  -t-  i)|- 


Distinguons  maintenant  divers  cas. 

1°  Ns^  —  I  (mod3).  Alors,  dans  le  second  membre  de  (<)3 ),  deux 
des  quantités  au  carré  sont  sEEo(mod  3),  les  deux  autres  sont  sszh  i  ; 
dès  lors,  on  a 

^cos(2/  +  i)|  =  ^  Vrcos(2.r  +  i)|+...+  cos(2^  +  i)|j  =2iK~'"'  ^ 

c'est-à-dire  que  cette  somme  est  —  3b  :  4,  3t  désignant  le  nombre  des 
rcprésenlalions  (93),  qui  est  égal,  comme  on  sait,  à  16  fois  la  somme 
des  diviseurs  de  -iN  +  i. 
On  a  donc 

82^1«^'+4-(2'«  +  i)']cos(2m  +  i)|  =  -4<ï>(2N  +  i). 
Mais,  si  l'on  avait  imilliplié  les  deux  membres  de  la  relation  d'IIer- 
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mite  par  H,  (o,  \[q),  on  aurait  trouvé  de  même 

(94)  82]F[8N  +  4-(2m  +  i)-]  =  i6$(2N-+-i), 

< 

formule  valable  quel  que  soit  JN.  En  combinant  les  deux  dernières 
relations,  on  trouve 

(95)  2P[^^  +  4-9(-î^+')']  =  *(2N+i)  1 

\  N=-i(mod3), 

(96)  2F[8N  +  4-    (6p±i)=]  =  $(2N+i) 

p|o 

$(n.)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  n. 

1°  Ns=i(mod3).  En  ce  cas,  %1^  -^  [^^o(moA'i)\  supposons  que 
8N  -I-  4  ne  soit  pas  multiple  rfe  9  ('),  on  trouve 

(97)  ■^2F[8^  +  -»- 9(2,^  +  1)']-=     $(2N  +  l)j 

''^"  N  =  +i(mod3). 

(98)  22F[«N  +  4-    (Gp±i)^]  =  3$(2N  +  i)[ 

1 

3°  N^o(mod3).  Le  nombre  8N  -h  4  étant  eeei  (mod3),  les  dé- 
compositions (93)  sont  des  deux  types  : 

(99)  8N  H-4  =  9(2x''  -Hi)=4-9(2y  -m)- +  9(2 3'  +i)=  +  (2/'  -t-i)-, 

(100)  8N-h4=    (2.r"  +  i)-+    (2y-Hr)-+    {iz" +  iy-\-{il" +ï)-, 

les  carrés  non  précédés  du  facteur  9  n'étant  pas  multiples  de  3. 

Soient  X'  et  JZ,"  les  nombres  des  décompositions  (99)  et  (100)  ;  on  a 

^cos(2/  +  i)|  =  ^2     3(2,r'+i)|  -h. ..+  (2/' +1)^+21  '^"sCa/"-!-!)! 

I  v-i' /  i\        x?"  I  5     ,       I      « 

=  7>        —  I  —  I—  H--+Z-=—  c-^^-!--»^- 

4  ^m     \  ■}.  I  ■^^     2  0  2 

(')   Si  8N  -h  4  ^  o(modo),  on  oblieiil  iiiséinenl  les  forinules  correspondantes. 
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Par  suite 


.S"^F[(SN  +  4  -  {-im  +  i)-]cos(2m  +  i)\  =  —  ^-3^-'+  ^X" 


En   combinant  avec   (94),  et  observant   ijue  x'+Dt"  est  égal  à 
i6$(2N  +  i),  on  trouve 

(loi)     242F18N  +  4-9(2,(J^  +  i)M=  73^'-        N^o(mod3). 


D'ailleurs,  a  priori,  oV  n'est  pas  connu  explicitement. 

Cette  formule,  bien  qu'ainsi  incomplète,  nous  sera  utile  plus  loin 
(n^SG). 

Nous  allons  passer  maintenant  aux  applications  de  la  formule  fon- 
damentale (g). 

81.  Lemme.  —    Dans  la  relation  bien  connue 

Onj;Ë:  =  -V  -  I  +  sy  (-')'" ";f"(i  -  cos2mxO, 


faisons  ic  =  ,;  nous  arrivons,  en  imitant  la  marche  suivie  au  n°  7(i,  à 

cette  proposition  (jui,  d'ailleurs,  n'est  pas  nouvelle  : 
Le  nombre  des  l'cprèscrilalioiis  de  N  par  la  forme 

esl  égal  à    ■ 

4(->r2^(-0'%fy, 


la  somme  s'étendant  à  Ions  les  diviseurs  rf,  de  N,  et  le  symbole  de 
'cP 


Jacobi,  \Ç)>  étaul  nul,  si  ^/r^^  o  (mod  3),  selon  une  convention  clas- 


siipie. 
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82.    —  Relations  déduites  de  la  formule  fondamentale  (9).  — 
Prenons  la  relation,  déduite  de  (9)  par  changement  de  x  en  x  +  -, 


11^0,0 


(9') 


0 
—  9>y  {-lYq-'"''     [-  2^-^  +  ...+  (  -  ïf'imq--'"'\co?,l^mx 

+  8V(_i)'"^    '     L?    '  +  ...  +  (- 1)'"-' (2/?? -i)^       '     Jcos(:'im  +  2)j;. 
1 

et  faisons-y  successivement  x  —  o,  x  ^=  '^•,  égalons  ensuite,  dans  les 

deux  membres,  les  coefficients  de  ^'^'^(N  >  o). 
Il  vient,  pour  x  :=  o, 

o  =  ^y^{-  i)'J(N  -  m')  ^  8  V(-  I  p{o,  -  0), 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  décompositions  N  =  00,,  où  0  =  0,. 
Nous  poserons,  dans  ce  qui  suit, 

(102)  u(N)  =  ;^(-I)^(^. -S); 

de  sorte  que  Ton  a 

Faisons  maintenant  .y  =  .7  dans  (9');  le  premier  membre,  en  vei-tu 
de  (79),  est 

c'est-à-dire,  (n"  14), 

imiTZ 
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Le  coefficient  de  q-^  dans  (io4)  s'obtient  comme  il  suit  : 
Posons 

/  2N  =  6x-  -h  6y-  -H  2:;-+  2 m'' 

(io.5)  I  c'est-à-dire 

(     N  =  3x^  +  37-+    z'^    m% 

le  coefficient  cherché  sera 

(106)       3^(-iy^^-^'^"'e~^         ou         3(-i)^'2e^, 

quantité  évidemment  réelle,  et  dont  la  valeur  dépend  de  la  valeur 
de  N  (mod  3). 

1°  Nss—  I  (mod  3).  —  Alors,  dans  (loj),  /7î^ee±  i  (mod  3),  et 

la  partie  réelle  de  e   '    ,  c'est-à-dire  cos(4'«~  :  3)  est  —  1  :  2;  l'expres- 
sion (106)  est  donc 

X  désignant  ici  le  nombre  des  décompositions  (io5),  c'est-à-dire,  en 
vertu  du  n°  81, 

(106')  _?4;^(_,y/,/, 

la  somme  s'étendant  aux  diviseurs  de  N. 

2°  N^-Hi  (mod  3).  —  Dans  (103),  une  des  cjuantités  :,rn  est 
=s±  I,  l'autre  sso  (mod  3);  dès  lors 

3(-i)^2e'^='(-i)^2(.-i)==^(-iy:)^, 

de  sorte  que  la  valeur  de  l'expression  (loG)  est 
('06")  3^V(_iy/rf. 

3°  N^o(mod3).   —   Dans  (io5),  m^o(mod3};  la  valeur  de 
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l'expression  (io(3)  est  donc  3(—  iVx  on  (ii"  81  ) 

somme  étendue  aux  diviseurs  de  N. 

Il  faut  maintenant  calculer  de  même  le  coefficient  de  q'""  au  second 

membre  de  (9'),  après  qu'on  y  a  fait  x  =  y 
On  trouve,  sans  difficulté, 

(.07)        ^        '"P 

la  dernière  somme  s'étendanl  toujours  aux  décompositions 

11  ne  reste  plus  qu'à  égaler  (107)  à  (loG'),  (io()"),  (io6"'),  selon  les 
trois  cas  distingués  pour  obtenir  les  formules  cherchées. 

85.  Premières  formules.  —  i"  N~-i  (mod  3).  —  L'égalité 
de  (107)  et  de  (loC/)  donne,  si  l'on  observe  que  (107)  est  réel  et  que 
0,  -H  0^0  (mod  3), 

< 

La  dernière  somme  est  U(N),  par(io2).  Combinant  avec  (io3),  on 
trouve 

[  ^j[N  -  (3^  ±  1/1  =  (-  ^fy,d{,-  )", 

I     (TtO 

(loS) 

2;j(N-9v^)  =-(-.)^-Vr/(-,)''+2(-.yU(\); 

d  désigne  un  diviscui'  (luelcoiujue  de  N. 

Journ.  de  Malh.   l'i"  sriir),   lornc  III.   —    Kasc.  IV,   1(107.  ^^ 
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2°  N  =+  I  (mod  3).  —  On  a,  en  ('"galant,  (107)  et  (106"),  et  com- 
binant ensuite  avec  (io3)  : 

(i"9)    <    '^  _ 

1  yjfN-(3^dzi)=]=-l(-,)^V./(_i)<'+o(_i)>U(N). 

(7  =  0 

1      < 
3°  N^o  (mod  3).  —  On  trouve  de  même 

_i)>V,|[N-(3a±i)=] 


(no) 


:V( 


dV 


(-i/rf  i'  +2V(_i)=.(S,_.:) 


3 


et  Fautre  somme  se  déduira  immédiatement  de  celle-là  par(io3).  Si  N 
n'est  pas  multiple  de  9,  on  a  (  °-L^t_?  )  =  i. 


84.   FoT'mules  coinplciticntaires.  —  Partons  de  la  relation  de  Kro- 
necker  : 

0:=i2VE(v)r/, 

où  E(v)  =  F(v)  —  F,(v),  et  multiplions  les  deux  membres  par  G,. 
Nous  trouvons,  en  égalant  ensuite  les  coefficients  de  rf,  et  utilisant 
le  résultat  classique  sur  le  nombre  de  décompositions  de  N  en  quatre 
carrés, 

(m)  i22;E(N-m=)  =  «f2+(-i/]p(N), 


o(N)  désignant  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  N. 

Multiplions  de  même  les  deux  membres  de  la  relation  de  Kronecker 


par  0,  ( -5  j,  il  vient 

(112)  i2_^E(N-m=)cos2//.|=2cos^, 
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la  dernière  somme  s'étendant  au\  décompositions 

(ii3)  N=.r-+y- +  ;■■'+/-. 

1°  N^—  I  (modS).  —  Dans  (i  i3),  doux  des  x,  y,  :;,  t  sont  ^o, 
les  deux  autres  ss±  i  (mod  3);  donc,  dans  (i  12), 

Jl^COS— -   =  -   >    (  C0S2TÛ  5-  +.  .  .+  C0S2-^   1 

Combinant  alors  (i  ii)  et  (i  12),  on  trouve 

(  2;E(N-ç)vn  =^[2  +  (-i)n?(N), 

("4)         i'" 

2E[N-(3a±i)^]=i[2  +  (-ir]9(N). 


2°  N  ^o  (mod  3)  cl  non  ^;o  (mod  9).  ~  Dans  (i  i3),  un  seul  des 
ic,  y^  z,  t  est^o  (mod  3),  et  Ton  trouve  sans  difficulté,  en  combi- 
nant (i  1 1)  et (112), 


(ii5) 


VE(N-î)v^)  =^[.  +  (_on?(N), 

yE[N-(3^±01=;[2-h(-i)^]9(N). 


3°  N^o(niodf)).  —  Dans  (ii3),  un  seul  des  x,  y,  z,  t  est 
^o  (mod  3),  ou  tous  le  sont.  Soient  on,  et  on,  les  nombres  respectifs 
de  ces  deux  sortes  de  décompositions. 

Le  calcul  de  V  cos -^^  dans  (112)  donne 

1 2  ^  h(  N  —  nr)  cos  ^T—  =  —  o  3l'-(  +  ^""^  n 
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d'où,  à  Taidc  do  (  1 1 1), 

(ii6) 

(  VE[N- (3a  ±  !)=]  =  . ^3ii,. 

D'ailleurs,  on  a  évidemment 

311.  +  OR,,  =  cS[2  +  (-  O'J'f  (N),  OR,  =  8f-2  +  (-  iy\o 


V9/ 


4"  N^i  (mod3).   —  Soient  x^  et  0î,„  les  nombres  des  décompo- 
sitions (ii3)  dans  lesquelles  3  ou  o  des  x,  y,  z,  l  sont  multiples  de  3; 

en  calculant  "V  cos-^  dans  (  1 12),  on  trouve 

-  _  ,    L(  l\'  —  nr  )  cos -^r—  =  -  Ob, -%,,, 

■<«»c<        ^  '  6  0  2- 

d'où,  par  combinaison  avec  (m), 


("7) 


Un  a  d'ailleurs 

01,3  + jt„  =  8[2  -+-(-  i)-'']9(N); 

de  plus,  si  N  est  pair,  il  est  aisé  d'établir,  par  voie  élémentaire,  que 
31,0  =  ^Oî-s.  En  ce  cas,  on  peut  donc  calculer  X3  et  Xj,  c'est-à-dire 
les  seconds  membres  des  foi'inules  (i  17).  Si  N  est  impair,  il  ne  semble 
y  a\()i['  aucune  lelatiou  s^imple  entre  X;,  et  Jt„. 

8iS.    Formules  défiiiifn'es.  Premier  cas  ;  N  =^  —  i  (mod  3).  —  En 
réunissant  les  cpiatre  foi'iuules  (108)  et  (ii4))  ""  obtient  les  quatre 
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formules  qui  leur  sont  équivalentes  : 

V  i:0 

di  et  dj,  désignent  respectivement,  ici  comme  plus  bas,  les  diviseurs 
impairs  et  pairs  de  N;  et  ron  a  posé 

u(N)=2;(-oMs.-^^), 

somme  étendue  aux  décompositions  en  facteurs  N  =  0,0,  avec  o^3,. 

Deuxième  cas  ;  N^o  (mod3)  et  non  ij^o  (mod  9).  —  On  trouve, 
par  (i  10)  et  (i  i5), 

42;f(n-9v^)    =  \y,'i,'-^^d„ 

V  =0 

< 

42F.(N-9vO         =      \^d„-l\.  +  o^{-.f-\y^d,, 

< 

4VF.[N-(3a±i)^]=-;-V'/,-V'A+2(-i)MJ(Nj. 

Troisième  cas  ;  N^o  (mod  g).  — Il  faut  combiner  celle  fois  (r  10) 
et  (ii()J.  Les  formules  sonl  un  peu  plus  compli([uécs,  et   nous  n'en 
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donnerons  que  deux  : 

4VF[N-(■3a±I)^J  =  ^f2  +  (-0*^][?(^')-?Q)] 

-(-  1)^-2  V(_i).',/(f^ 


,,3 

ç(N)  est  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  N;  d  un  diviseur  quel- 
conque de  N;  0,  el  o  sont  des  diviseurs  conjugués  de  N,   N  =  co,  et 

S<o,.  Enfin  (  t  )  et  (   \  °)  sont  les  symboles  de  Jacobi,  nuls  si  leurs 


,3, 
numérateurs  sont  multiples  de  3. 

Quatrième  cas  ;  N^i  (mod  3)  et  pair.  —  La  combinaison  de  (109) 
et  de  (i  f;),  où  X;,  el  Ot,o  sont  remplacées  par  leurs  valeurs,  donne  les 
relations 

4yF(N-9v-)      =   -^y,d^+  V,/,, 


:,  V  F  |.\^(;ia±iy]=-  ;;y./„+:-.>;./,+  2U(N), 

O's   i'oiiiMili's  (•((ïncidcnl  avec  celles  du  s(!corid  cas,    lorsque  N  est 
suppose  pair  dans  cclli-s-ci. 


J^OMBRES     DE     CL.VSSES    DES     FORMES    QUADRATIQUES.  43l 

Cinquième  cas  :  Ni^i  (mocl3  )  et  'inpair.  —  Il  ne  paraît  pas  pos- 
sible d'obtenir  de  relations  analogues  aux.  précédentes,  parce  que, 
dans  (117),  X3  et  X„  sont  inconnus.  Bien  entendu,  les  formules (109), 
en  J,  subsistent;  nous  verrons  plus  loin  (ju'on  peut  encore  les  complé- 
ter (n^SS). 

86.  Formules  liées  à  la  fonction  modulaire  du  tétraèdre.  —  La 
multiplication  complexe  de  la  fonction  modulaire  du  tétraèdre  a  con- 
duit à  des  formules  plus  simples,  mais  moins  étendues  que  les  précé- 
dentes, et  qui  sont  comprises  dans  celles-ci. 

Ces  formules,  qu'on  trouvera  au  Tome  II  (p.  234)  des  Modulfunc- 
lionen  de  MM.  Ivleiu  et  Fricke,  sont  relatives  aux  nombres  de  classes 
où  le  coefficient  moyen  est  indifTéremment  pair  et  impair;  elles 
donnent,  dans  les  notations  ci-dessus,  les  deux  sommes  totales  : 

(118)  ; 

2F[N-(3a±i)^]4-VF,[N-(37±i)^]+VF,|4N-(Gp±i)=]. 

Or  nos  formules  des  n'"'  78,  80  et  8i>  donnent  chacune  des  sommes 
partielles  qui  ligurent  dans  ces  expressions;  il  n'y  a  qu'un  seul  cas 
d'exception,  celui  de  N  ;^i  (mod3)  et  impair,  c'est-à-dire N  =  GM  -i-i. 

Voici  comment  on  peut,  dans  ce  cas,  évaluer  les  deux  sommes  (1  i  tS). 

On  a,  en  ajoutant  memijre  à  membre  la  premièie  é([uall()n(  1  1-  )  et 
la  première  (log),  et  observant  que  N  est  imp 


pair 


22G(N-9v=)=^jX,  +  ^V,/, 


G  étant  F  -<-  F,,  et  d  un  diviseur  quelconcpie  de  N. 

On  a  ensuite,  par  (loi),  puisque  F,(>S//  -1- 3)  =  ^  F(8//  -1- 3),  et 
que  4N=4(mod8), 
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la  première  somme  (i  18)  est  donc  égale  à 

X3  est  le  nombre  des  décompositions  de  N  en  quatre  carrés  dont  trois 
sont  multiples  de  3;  Dt.'  celui  des  décompositions  de  4N  en  quatre 
carrés  impairs,  dont  trois  sont  multiples  de  3.  Or  il  est  bien  facile 
d'établir,  d'une  manière  élémentaire,  que 


3t, 


=  82;^; 


et,  dès  lors,  la  première  somme  (i  18)  a  pour  valeur  -  ^^,  c'est-à-dire 
moitié  de  la  somme  dos  diviseurs  de  N,  ce  qui  est  la  formule  donnée 
par  MM.  Klein  et  Fricke. 

La  seconde  somme  (118)  s'évalue  de  même  et  se  prête  à  la  même 
vérification. 

87.  Remarque.  —  Les  relations  (  io3)  et  (m)  donnent  par  com- 
binaison : 

2^F(N-m=)  =  (-i)HJ(N)+     [2  +  (-ifj9(N), 
> 

2VF,(N-//^=)  =  (-IrU(^■)-i[2  +  (-  i)^]o(N). 

Ces  relations  reviennent  aux  formules  I,  II,  IV  et  V  de  Kro- 
necker  (');  la  seconde  est  plus  générale  que  la  formule  IV,  en  ce 
qu'elle  ne  suppose  pas  N  impair. 

Rappelons  que  cp(N)  est  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  N. 

('  )  Les  foniHiles  I,  II,  V  doiiiient  ^  F{N  —  m'  ),   selon  qu'on  suppose  N  niul- 

liple  de  /(,  N  inipairenieiil  pair,  N  impair;  IV  donne  ^G(i\ — m")  pour 
N  imp.iir.   Voir  aussi  la  foiinule  \1  (n"  134  )  du  Kcporl  de  Si.  Smith. 
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88.  Dernières  formules.  —  On  a  évidemment,  Co  désignant  une 
contante  en  x, 

C„H  (x,  ry')  =  H  (x)  H  (.x  -  Ç)  H  {x  +  Ç) 

C„H.(a;,^^^)  =  H,(x)H,(x-^-^)H.(x+^^) 
C„0   (.r,  cf)  =  0  (,r  )  0   [x-'^^Q   (jc+Y 
C„0,  (.r,  ^r^)  =  0,  (x-)  0,  (a;  -  Ç)  0,  (a;  +  Ç 


d'où  l'on  déduit,  sans  (ju'il  soit  utile  de  déterminer  C^, 


0  r^\-Ai{^)  =  -i^'iih_ 


i"  Faisant  x  =  -i^  dans  la  formule  (lo),  et  imitant  la  marche  suivie 

au  n°  77,  on  arrive  à  la  relation  ci-dessous,  où  N  désigne  un  entier 
quelconque  ss  —  i  (mod3)  : 

(-9)     21^  [''-'g'^'H  --I^^^IK^^-  ^)' 


d'  désignant  tout  diviseur  de  N  à  coiijugU(''  impair;  et  la  dernière 
somme  s'étendant  aux  décompositions  ■iN  =  ùOf,  où  â<|6,,  o,  pair, 
0  impair.  Naturellement,  p  ne  prend  que  les  valeurs  telles  (pie 
8N  -  ((ip  ±  i)- soit  positif  et  Mudliplc  (le  ().  Celte  foiiiudc  se  place  à 
côté  de  la  fornude  (iS.S). 

2."  Si  nuiinteiuuit  on  fait  x  =  ^  dans  ([)'),  (n"  82),  on  trouve  de 

Jouin.  de  Math.  (G-  sciie),  lonic   III.         1-asc.   IV,   11)07.  '^^ 
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même,  en  désignanl  par  N  un  entier  quelconque  e^  i  (niod3), 
(X.O)     i;j[^^^^^^]=(-0^[|U(N)-iV,/^+iV^,], 

(7  =  0 

les  notations  du  n"  80  étant  conservées. 

D'ailleurs,  on  reconnaît  immédiatement  qu'on  a 


(-)         2e[;^^^^] 


r^" 


X3  étant  toujours  le  nombre  de  décompositions  de  N  en  quatre  carrés, 
dont  trois  sont  multiples  de  3. 

Donc,  si  N  est  pair,  c'est-à-dire  si  N,  qui  est  3//  -1-  i,  est  du  type 
6jM-i-4,  X3  est  connu  (n"  84,  4"\  et  la  combinaison  des  formules 
(120)  et  (121)  donne  les  relations  : 

CJ==0 

Si  N  est  impair,  on  n'a  pas  de  pareilles  formules;  toutefois,  si  l'on 
élimine  yz,^  entre  (121)  et  la  première  équation  (117),  on  obtient  une 
relation  entre  les  quatre  sommes  (où  l'on  a  écrit  h  au  lieu  de  3a-±  i)  : 


9 

Ces  sommes  sont  d'ailleurs  li^es  par  la  première  écpiation  (109),  et 
par  (120);  on  peut  donc  de  plusieurs  manières  former  une  relation  qui 
ne  contienne  que  deux  d'entre  elles;  on  a,  par  exemple, 

/,  V  I  F(iN  -  9v-^)  -  'H^^  p^-(3^'^±0--j  j  _  ^^j,^^,^  4-  2U(N), 
N  étant  du  type  (iM  +  i,  et  <l)(N)  étant  la  somme  de  ses  diviseurs  ('). 


(')  On  iléfluirail  sans  ilifficullé  des  relations  de  ce   paragraphe  la  formule  de 
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CHAPITRE  II. 

NOUVEAUX    DÊVEUOrPEMKNTS    EN  SÉRIE. 

89.  Drveloppemi'nt  de  H,0|H  ■.(-).  —  Dans  les  deux  formules 
d'Hermite  : 

lO,-^'    ='>-'^q     '      [i+ 2^/-'  +  ...  +  2y"""']sin(2TO +i)j:, 

(12.)      ' 

changeons  X'  en  ix,  q  en  q- \  en  vertu  du  ii"  14,  nous  avons  ainsi  les 
développennents  de 

car,  par  les  relations  (luadratiipics  entre  les  thêta, 

^;(II;-  Il^)::=2Û;(y^)(8;-0^). 

Dès  lors,  par  adtlilion,  on  a  le  développeinent  de  11,0,  H  :  0;  c'est- 
à-dire  qu'on  rol)tient  eu  ajoulant  les  seconds  membres  des  rela- 
tions (122),  où  X  et  q  sont  remplacés  par  2.r  et  q- . 

Ainsi 


(.23) 


(  11,0, H       v»  "'"■r"'/       2         --«..N  •  -,      \ 

i  ,         =         2>^y  (l-|-2r/^^-|-...-f-2</    -'"  )siU(4/n  -I-  2)X 

I  0 


sin4'«.ï". 


MM.  Kleiii-Fricke  {loc.  cil.)  qui  donne,  dans  la    notation  de  ces  géomètres,   la 
somme  2.  "  ( )'  lorsque  N  =^  1  (inodS). 
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Cette  formule  a  déjà  été  donnée  par  Biehier  {loc.  cit.,  p.  3i),  qui 
l'établit  directement. 


90.   Développement  de  H-H^©,  :  9".  —  On  applique  la  niélhode 
de  Liouville  (n°  i>)  en  considérant  simultan('Mnent 

y), H- H;©,  :  0-     et     Y),e-0;H,  :  II- ; 
on  trouve  ainsi,  sans  difficulté, 


HMi?0, 


Y),  ^gf^'  =  i^0,(3.r,  7^) +  011.2^     '     cos(6m -h  •j)j: 

—  4  ^  7^'"' [3^7   ' -f-. . .  +  3(2«7  —  i)(y        *       I  cosômj? 

'3'"-^''  r    - 1'  -  "■'"-''  1 

'  —  h'Sq     '      |)^    "  +  . .  .-f  (6/»  —  i)^        "    J  cos(G/n -)- 2)j: 

1 

—  h'y  q     ^      19    '"  +  ■.. -H  (6/?* -+- i)y        '-    J  cos(r)/??  +  4)a;. 

0 

^et  OK  désignent  des  coefficients,  jusqu'ici  indéterminés,  et  dont  la 
recherche  est  le  point  délicat  de  notre  étude. 

9t.   Détermination  de  s\  —  Multiplions  membre  à  membre  les 
deux  développements  (n°*  5  et  89)  : 

-!-^  =         22^(/       -        (l  +  2^— +...-h  2^    ""  )sm(4/«-H2)x 

+  2  Vy""'(2(7    '  +  ...+ 2y        '      jsinlmx-, 

1 

et  égalons,  dans  les  deux  membres  nouveaux,  développés  en  séries  de 
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Foiirier,  les  termes  indépendants  de  x.  Il  vient  : 

7-C=     S?"""-^  '  +  ...+  ?       *     )\-^q  -  +  ...+  1(1       -     ) 
1 

0 

Si  l'on  pose 

(7j,  étant  un  coefficient  indépendant  de  q,  on  voit  de  suite,  par  l'expres- 
sion précédente  de  4^,  que  a^  est  le  nombre  des  solutions  entières  x, 
y.,  z  de  l'équation 

(124)  8N  +  5  =  6a;-- ='- 'j/^, 

satisfaisant  aux  conditions 

(12:5)       .r>o,  o<z<ix-\,  -,r-+-i<7<.r-i. 

Enfin,  observons,  en  vertu  même  de  (124),  que  z  est  impair  et  (joe 
X  et  y  sont  de  parités  contraires. 

Écrivons  maintenant  (124)  de  la  manière  suivante  : 

3(8N  +  .1)  =  3(3./;  +y  -  3)(3x  +  y  +  z)  -  <)(x-  +7)% 
et  faisons  correspondre  à  la  solution  ./;,  /,  r  la  l'orme  (a,  3jïi,  Sy)  : 

<p  =  (3x-  +y  -  z)\'  +  G(x-  +.r)X-Y  +  3(3.r  +7  +  =)  Y^  ; 
d'où,  pour  a,  [3,  y,  en  utilisant  aussi  (i2j),  les  coudilious 

a>8>o,  Y>a,  x  +  y— 4^>o, 


(12G) 


y_ar-=()         (mod  2),  y-ha  — 2iis^so         (mod  4)- 


D'après  cela,  (p  est  une  forme  positive,  de  discriminant  3(8N  -4-  5). 
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hes  ini'ga/i(és  (^1 '26)  expr'unenl  qv\o  le  point  représentatif  de  r^  est 
(/ïg.  2)  dans  la  région  ;fl,  limitée  par  le  contour  (^'CNPQy  (contour 
renforce''  par  un  liséré);  le  point  ne  peut  être  su/-  ce  contour,  sauf  sur 
l'arc  PQ  ('). 

De  plus,  ;  étant  impair,  x  et  y  étant  de  parités  contraires,  on  voit 
que  3x-  +  )'  ±  :;  est  pair,  c'est-à-dire  (\v\c  'f  est  de  l'ordre  impropre. 

Donc  enfin,  (Sy  est  égal  au  nombre  il  rs  formes  ^,  cest-à-dirc  des 
formes  positives,  impropres,  de  discriminant  3(8 IN  +5),  du  ty[)e 
(a,  3j3,  Sy),  dont  le  point  représentatif  est  dans  A,  et  telles  que 
Y  +  a  —  2J3^o  (mod  4)- 


Supposons  d'abord  cjue  8N  -l-  5  ne  soit  pas  multiple  de  3,  et  cher- 
chons condjien  il  peut  y  avoir  de  formes  ç  équivalentes  à  une  réduite 
donnée  (a,  h,  c),  de  l'ordre  impropre  et  de  discriminant  3(8N  -f-  5). 

1°  6  >  o.  —  La  réduite  ç,  =  (a,  />,  c)  a  son  point  représentatif  dans 
la  région  ombrée  i;  ses  équivalentes  dans  2,  3,  4  (")  sont  respecti- 
vement : 

©2=  (a,  <t  -{-  b,  a  +  -ili  -h  r),  cp,  =  (<7,  ia  -^  h,  l\a  -\-  [\b  -\-  c), 

ç,  =  (c,  3c  —  ft,  9c  —  i\h  -+-  a). 


(')  O  est  l'origine;  Oœ,  Or  les  axes  respectifs  des  quantités  réelles  et  des 
quantités  purement   imaginaires;  PQ  est  un  arc  de  cercle,  de  centre  O  et  de 

rayon  y/S;  OM  =:  i. 

C)   C'est-à-dire  des  équivalentes  dont  les  jjoinls  représentatifs  sont  dans  ?,,  3,  !\. 
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Une  seu]e  peul  être  une  forme  o.  Car,  si  a  n'est  pas  multiple  de  3, 
une  et  une  seule  des  quantités  h,  a  -h  A,  ia  +  b  est  multiple  de  3  ;  une 
et  une  seule  des  formes  o,,  ç,,  o,  a  donc  son  coefficient  moyen 
^o  (mod  3),  et  le  coefficient  extrême  l'est  aussi,  puis({ue  le  discrimi- 
nant est  multiple  de  3. 

Si  a^o  (mod  3),  o^  seule  peut  être  une  forme  cp  et  ne  peut  l'être 
que  dans  ce  cas. 

2°  &  <;  o  ('  ).  —  La  réduite  (a,  b,  c)  a  son  point  dans  i';  elle  a  une 
équivalente  dans  chacune  des  régions  2',  3',  4';  on  reconnaît  de  suite 
qu'une  seule  des  quatre  formes  peut  être  une  forme  <p. 

Il  faut  maintenant  examiner  dans  quels  cas  la  forme,  équivalente  à 
la  réduite  (a,  Z»,  c  ),  qui  peul  être  une  forme  o,  l'est  ell'ectivement;  on 
arrive  sans  difficulté  aux  résultats  qui  suivent  : 

1°  c^o  (mod  3),  (croà  b^o).  —  La  classe  (a,  b,  n)  contient  u/ie 
forme  -p  : 

si  />  >■  o,  quand  on  a  Cilia 

et  (jue  a,  c  ne  sont  pas  simultanément  multiples  de  4  ; 

s'ib<^o,  tpiand  cs^o  (mod  4). 

2"  a^^o  (mod  3),  (d'uù  b^io).  —  La  classe  ia,  b.  c)  contient  une 
forme  ^  : 

si  l'on  a,  à  la  fois,  b  >  o,  a^o         (mod  4)- 

3"  a  +  2/y  +  csso  (mod  3).  —  La  classe  (a,  b,  c)  contient  u/ie 
forme  o  : 

si  Ton  a,  à  la  fois,  a  +  2b  -+-  c^3a  et  cseeo  (mod  4). 

4"  a  —  2^  +  c;iso(mod  3).  —  La  classe  (a,  b,  c)  contient  u/ic 
forme  o  si  a  et  c  ne  sont  pas  simultanément  multiples  de  4- 

(.es  quatre  cas  épuisent  loiilcs  les  li_)potlirses  [lossililes,  à  cause  de 


(')  b  —  o  L'sl  impossible,   ia  forme  (a,  0,  c)  élant   impropre  et  de  discrimi- 
naiil  iiiiiiuli. 
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ac  —  è-E^o  (mod  3)  ;  les    conditions  indiquées   sont   nécessaires   et 
suffisantes. 

On  peut  maintenant,  et  c'est  cette  idée  qui  va  nous  conduire  au  Init, 
associer  à  la  solution  x,y,  z  de  (124),  au  lieu  de  la  forme  o,   une 

forme  (a',  3p',  Sy'),  ou  '-j;,  définie  par 

a'=3.r+jK  +  "î  ?'  =  *'+/)         y' =  3.r +y  —  z, 

ce  qui  revient  à  changer  s  en  — z  dans  les  coefficients  de  o. 

Les  coefficients  de  ^,  qui  est  une  forme  impropre,  de  discrimi- 
nant 3(8I\  +  a ),  satisfont  uniquemeut  à 

a'  =  T'>P'><^'        a' +- y'      4[3'>o,        a'-f- y' —  2^' =0       (mod  4)- 

Le  coefficient  cherché,  a^,  est  donc  aussi  égal  au  nombre  des  formes  '\i . 

Les  inégalités  montrent  que  le  point  représentatif  de  ip  est  dans  le 
quadrilatère  curviligne  MIvOHQPM.  En  procédant  comme  plus  haut, 
on  établit  ce  qui  suit,  où  (a,  h,  c)  désigne  encore  une  réduite  impropre 
quelcon(jue,  de  discriminant  3(8N  -+-  5). 

1°  c^o  (mod  3).  —  La  classe  (a,  b,  c)  contient  une  forme  4'  : 

si/>>o,        quand  à  la  fois        c<3a        et        a  — ces2        (mod  4)> 
si^<o,        quand  as=o        (mod4)- 

2"  a^o  (mod  3).  —  La  classe  (a,  h,  c)  contient  une  forme  '.j;  : 

si6>>o,  quand  c^o         (mod4)> 

si /' •<  o,  ([uand  a  — c^2         (mod  4)- 

3°  a  +  2// -I- fsEo  (mod  3).  —  La  classe  (a,  b,  c)  contient  une 
forme  'j/  : 

si,  à  la  fois,  a  +  2/;  -h  c^'ia  et  csbo  (mod.  4)- 

V  c/ —  2/^  +  fs=f  o  (mod  3).  —  La  classe  (a,  ù,  c)  coulienl  une 
forme  '^  : 

si  a^  o         (mod  4)- 
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Cela  posé,  cr^,  égal  au  nombre  des  formes  ^,  comme  à  celui  des 
formes  '^,  est  la  demi-somme  de  ces  deux  nombres. 

On  en  conclut  que  aa^,  est  égal  au  nombre  des  classes  de  formes  de 
Tordre  impropre,  et  de  discriminant  3(8N  -f-  5). 

En  effet,  soient  (a,  è,  c)  et  (a,  —  b,  c)  deux  réduites  opposées,  non 
équivalentes  (c'est-à-dire  non  ambiguës),  rejirésentant  deux  de  ces 
classes,  opposées  entre  elles;  la  relation  ac — b'-^'j  (mod  8)  montre 
que  a  et  c  ne  sont  pas  simultanément  ^  2  (mod  4)-  Dès  lors,  les  deux 
Tableaux  ci-dessus  montrent  aisément  que,  dans  chacun  des  quatre 
cas,  et  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  c  (mod  Z|),  les  deux  classes 
(a,  b,  c)  et  (a,  —  b,  c)  contiennent,  au  total,  soit  deux  formes  o  et 
pas  de  <^\  soit  deux  formes  '^  et  pas  de  <p;  soit  une  forme  s  et  une 
forme  i];;  donc,  deux  classes  opposées  donnent  deux  unités  dans  le 
nombre  total  des  formes  (p  et  'j»,  c'est-à-dire  encore  qu'une  classe  non 
ambiguë  donne  une  unité  dans  ce  nombre  total. 

Le  même  fait  se  vérifie  pour  une  classe  ambiguë. 

Donc  enfin,  a^,  égal  à  la  moitié  du  nombre  total  des  formes  o 
et  <]/,  est  la  moitié  du  nombre  des  classes  impropres,  de  discrimi- 
nant 3(8N-f-  5). 

Si  8 N  -I-  5  est  multiple  de  3,  on  constate  que  toute  classe  impropre 
de  discriminant  3(8N  -1-5)  donne  encore  une  demi-unité  dans  a,,  si 
elle  ne  contient  pas  3  en  facteur;  si  elle  contient  ce  facteur,  elle  donne 
deux  unités. 

Donc  enfin,  dans  tous  les  cas, 

.     2a,=  F,|3(8N  +  5)]  +  3F/^^ 


le  deiin'er  F,  ('tant  uni  si  8N  -I-  5  n'est  pas  mnlli|iK'  de  3,  ou  encore 

t=-i;r^]'Ti(SN+5;i+3F(^)j, 

car  i(M  (n"  ;Î0)  les  !<',  sont  égaux  aux  F. 

92.    Détermination   de   .)1l.   —   On   multiplie   encore   membre  à 
membre  les  deux  développemciils  iiUr-oduils  à  propos  de  A  au  com- 

Joiirn.  (le  Math.   (()•  scne),  Uiinr  III.      -    I'.im-.   I\,   1,107.  ^7 
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rnencemenl  du  n°  91  ;  le  coefficient  do  cos2.r  dans  le  second  membre 

1 
nouveau,  développé  en  série  de  Fourier,  est  aity". 
On  trouve,  en  opérant  comme  plus  haut,  que 

I  i       V    '^'^ï 

(x)^  étant  le  nombre  des  solutions  entières  x,  y,  z  de 

24  N  —  1  =  ix^  —  3  :;-  —  6y-, 
vérifiant 

o  <  3  3  <  •2.r,  —  X  <  3/  <  ic. 

En  écrivant 

24 N  -  I  =  3(,f  -y-z){x-y^z)  —  {x-   3j)=, 

et  faisant  correspondre  à  la  solution  ./;,  y,  z  successivement  les  deux 
formes 

[x-y-z,  .f-37,  3(.r-7+^)J     [x-y+z,  x-iy,  ^ot-y-z)], 

on  trouve  que  i>i^  est  éçjal  au  nombre  des  classes  de  l'ordre  impropre, 
de  discriminant  24  N  —  1,  ou  que 

.m  =4Vry^^F(34N-  r). 


95.  Dèveloppemenl  de  O|H-0';II,  :0-.  —  Sans  donner  in  extenso 
ce  développement,  qui  nous  serait  inutile,  disons  seulement  ipie  les 
coefficients  des  termes  en  cosx  et  en  cos3a;  y  sont  respectivement 


N=o 

cf  =ryî      ir/|;i(N)  +  3j(^)], 
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J  (  ^  j  étant  nul  si  N  n'est   pas    multiple  de  3,  et  J(o)    étant    égal 


à  —  7  >  comme  d'ordinaire. 

4 

Les  développements  des  expressions  analogues  à  H-H';î0,  :  0-  n'in- 
troduisent pas  d'autres  fonctions  numériques  que  i^,  Olo,  3^,  <£. 

94.  Développements  auxiliaires.  —  En  appliquant  la  méthode  de 
Liouville  (n"  iî),  et  changeant  ensuite  jc  en  x  -+-  -■>  on  obtient  les 
quatre  développements 

H  0  H,  =  A        y  y3,„=-..,«  sin(Gm  +2)a,-, 
H  0  0,  =  Ay~'^^'""'+"'sin(G/«  +  i).r, 
H,0,H  =  A        2^3"''+^"'(_  i)'"sin(Gm  +2)x-, 
H|0,  0  —  Aq~^  y  y»"'-+-'"'(_  i)"'cos(Gw  +  i)x, 

A   étant  un  coefficient  que  la  méthode  laisse  indéterminé,  et  qu'on 
calcule  en  faisant  a;  =  o  dans  la  dernière  équation.  On  trouve  ainsi 

y] ,  0 ,  0  =  A  y"  '  2  cf  "'"*'"  (  -  1  )"'. 
Mais  on  connaît  la  relation  classi(|ue  (') 
étant  posé 

par  suite 

A  =  2y^rj-. 

(')  Fai-  i;xeiii[)lc,  ouïr  \Vi:iii;it,  /'Jlli/jtisc/ic  /'u/iclioiic/i,  §  -il. 
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93.  Corollaires.  —  Dérivons  en  x  les  trois  premières  relations  du 
numéro  précédent,  et  faisons  ensuite  x^o\  en  tenant  compte  de  ce 
que  H'(o)  est  t;,  0,  0,  et  remplaçant  A  par  sa  valeur,  on  trouve 


On  en  déduirait  inimédialement  des  conséquences  arithmétiques, 
que  nous  laissons  ici  de  côté  parce  qu'elles  n'intéressent  pas  les 
nombres  de  classes. 

CHAPITRE  111. 

CONSÉQUENCES  DES  NOUVEAUX  DÉVELOPPEMENTS. 

i)6.   Multiplions  membre  à  membre  les  relations  (n"*  94  et  5) 
11,0,11  =  A _^^ ''"'+-'"(-  i)"'sin(()///-H  2)07, 

II'       (JJ  .Ail  I  +  q-i"- 

et  égalons  les  termes  indépendants  de  x  dans  les  deux  membres 
nouveaux.  >jous  trouvons,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  A, 
Téqnalion 

I  _J-  -^  f/-""'+^"'-"(3«(  -hi) 


+  V(_,)"'^ 


r/""'  +  ""'  +  ^(3/«  -t-  2) 


Égalant  ensiiile,  dans  les  deux  membres,  les  coellicients  de  q'^  '  ',  on 
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obtient  sans  diflicullé  la  formule  : 

m  un 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  décompositions  6N  +  4  =  f^'^u  «l'^'cc 
d<Cdf,  et  </,  (/,  étant  de  parités  dill'éreutes  ('). 

1)7.  De  même,  en  éj^alant,  dans  les  deux  membres  du  produit  con- 
sidéré au  commencement  du  numéro  précédent,  les  termes  en  cosx-,  on 
obtient  l'expression  de  ORY),  et  la  formule  : 


la  dernière  somme  s'étend  aux  décompositions  G!\  =  fW,,  avec 
d<^il,,  deld,  étant  de  parités  diil'érentes,  et  un  seul  des  deux  étant 
multiple  de  3. 

1)8.  En  procédant  de  même  à  partir  des  développements  de  H,  0,  H 
et  H0,  :0-,  on  trouverait  les  expressions  de  Jl,q,  y.'Y].  De  la  première, 
on  déduit  cette  formule 

i:(-T.'[""""i'""""']='S'feV 

la  dernière  somine  s'i-lcndant  au\  décompositions  i-îlN -+- 9  =:  Ôo,, 
avec  0  <[  0,,  et  un  seul  des  deux  facteurs  0,  0,    étant  multi|)le  de  3. 

(')    (-; —  )  «si  le  syinhole  fil-  .hiciilii.  Ici,;/  1- iV,  ne  peiil  iHre  iiuiil  Iple  fit' 3, 

\d-hr/J  ■'  '  ' 

cai  f/c/|  1=^  I  (  mi>il  J  )  Au  pii-iiiiiT  iiiiMiiliie,  l;i  sccoiule  toiiclioii  1<"  o>t  niilli'  si 
24  N  -4-  16  —  (0//i  -+   I  f  n'est  |)n>  iinilli|)lc  de  y. 
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99.    Formules  du   premipr   type  de   Liouville.    —    Mulliplions 
membre  à  membre  les  relations  (n"*  G6  et  94), 


M,  0,11 


0 
J  H0H,     =       '^fj^m--+-lm  gi„(^(5^„  _,_  .^-^x, 

et  égalons,  dans  les  développements  des  deux  membres  nouveaux,  les 
termes  indépendants  et  les  termes  en  cosa;;  nous  obtenons  ainsi  les 
valeurs  de 

4^0y]0,      et     3ri.0y]0,. 

Par  exemple,  on  a 

0  e 

Si  maintenant  on  remplace  ÔyjO,  par  sa  valeur  (n°  9iî),  on  trouve, 
en  égalant  les  coefficients  de  y^^^'  dans  les  deux  membres,  la  for- 
mule : 

^(6m+0iFNN  +  i6-(6/;M-i)-]  +  3Fp^  +  ''-^'"'+'^]| 


la    dernière  somme    s'étendant  aux  décompositions  GiS+4  =  f/t/|, 
d  <;  f/,  et  d,  d^  de  parités  différentes. 

L'expression  de  aiiOrjO,  conduit  à  la  formule  : 


2;((i«  +  ijF|--i4N  -  (Gm  +  ^r\  =  -^  C-nT^    "^'' 


^if  +  rt'. 


la  dernièic  somme  s'étendant  aux  décompositions  (i  N  =:^  dd,,  d <Cd,, 
d  et  d,  de  parités  dillérenles,  et  un  seul  des  deux  multiple  de  3. 
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De  même,  en  formant  DtYjOv],,  on  aura 


2  (3m  +  .)  J  [3iN  -  (3/n  +  i/J  =  V  (^^j  5=, 
> 

m  =  0 
< 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  décompositions  3N^Si5,,  avec 
0  <  S,,  S  et  0,  de  même  parité,  et  un  seul  des  deux  étant  multiple  de  3. 
Dès  lors  cette  somme  est  nulle  si  !N  est  impairement  pair. 

100.  Relations  où  intervient  la  forme  ./;' +  '3y^.  —  On  peut  ob- 
tenir, d'une  manière  simple,  des  formules  qui  rappellent  celles  du  se- 
cond type  de  Kronecker . 

Multiplions,  en  effet,  par  i\  les  deux  membres  la  relation  classique 
(n°î)), 

il  vient,  en  utilisant  l'expression  de  y),  0,7]  (n"  î^^), 

ri.^q      '      (- l)'"  ((•)/»  + 2)  =  /,Vry      ^  F(',v  + 2)  x2(- !)"'</      '-     • 

—  »  0  — "0 

D'où,  en  égalant  les  coefficients  de  q     '",  la  formule  : 


la  dernière  somme  s'étendant  aux  re[irésentations  12N  4-  7  =  3rt'+  />', 
avcca^o;  6^0,  et  de  j)lus  h  (qui  est  nécessairement  pair)  étant  du 
ty  pe  G  h  -t-  2 . 

Va\  oj)érant  de  même  sur  la  relation 
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on  trouve 


< 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations  3  N  + 1  =  3  o-  +  /*^, 
avec  0  =  0  ;  è^o,  et  6  étant  ^  i  (mod3). 

101.  Relations   où   intervient   la  forme  indéfinie  x'—i'^y-.    — 
En  multipliant  membre  à  membre  la  relation  (n"  I  i  )  : 

^^  HH,  =  22(-  i)"'q     '     sin(4m  +  ■2)x, 

et  celle  qui  donne  yj,  0,  0  H,  0,  H  :  0^  (n"  4'),  on  obtient  les  expres- 
sions de 

4^0  (y^)     et     DK()(q-), 

qui  conduisent  immédiatement  aux  formules  suivantes.  D'abord  : 

>](-  i)"'|t(24^  +1  )  -  2/,//r)4-3F(^ 3 jj 

=  _22(a--37)(-iy, 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations  16  N  +  i  o  =  x-  —  G^'^, 
avecj>  o;  x>  3/ [j?  est  nécessairement  sso  (mod  4)]-  Ensuite  : 

2;(-  ./"1H24N  -  I  -  24»r)=  -2r  (=r^)<.-  0~, 

< 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations  4i^  N  —  ^  =  •*'*  —  ^y^i 
avec  y  >  o  ;  .i'  >  3j'  \x  est  nécessairement  ss  2  (mod  4  )J- 

102.  Si  Fou  mulLi[)lie  l'un  |)ar  rautr(;  les  développements  de 

^11.0,11     et     ri,0,0| 
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(ce  dernier  déduit  par  dérivation  du  développement  classique  de 
Y),  0,0  :  0),  on  trouve  sans  difficulté,  en  se  reportant  à  la  première 
formule  du  n°  45,  et  calculant  le  terme  indépendant  et  celui  en  cos2X 
du  produit,  les  deux  relations  suivantes.  D'abord  : 


la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations 

24N  +  19  =  X-  -  GjS         7  >  o,  x-  >  3/. 

Ensuite  : 

6 E (-  ■  )" F,  p'"'^'""*"']  =  - 2: (;) (- -  'r). 

la  dernière  somme  s'étendant  aux  représentations 

24N  +  I  =x- -  67%  v>o,  x^'iy. 

Toutefois,  si  24N  +  i  est  un  carré,  a-,  le  terme  —  f  -  )  a,  qui  pro- 
vient de  la  représentation  x^a,  y  —  o,  doit  être  divisé  par  2  (  '  )• 


(')  L'impression  de  ce  Travail  était  terminée  quand  j'ai  eu  communication  de 
trois  intéressants  Mémoires,  dont  deux  en  langue  tchèque,  de  M.  Karel  Pelr, 
professeur  à  l'Université  de  Prague  [Acad.  des  Sciences  de  Bohême,  1900-1901). 
M.  Petr  a  complété,  comme  je  l'ai  fait  (n"  8),  la  formule  initiale  d'Hermile,  et 
donné  les  deux  développements  (9)  et  (lo).  Il  en  a  déduit  les  formules  (35)  et 
(36)  du  premier  type  de  Liouville  et  celles  (4o)  à  (44)  du  second  type;  enfin  il 
a  obtenu  trois  des  formules  du  Chapitre  W,  où  figure  la  classe  x'^ — ly''.  C'est 
donc  à  lui  que  revient  le  mérite  d'avoir  fait  apparaître  une  forme  indéfinie  dans 
les  applications  aritliiiit'tii|ues  des  fonctions  elliptiques. 


de.    Matk.   (6'  série  ),  loiifi  Hl.  —    l'";>sc'.  IV.  11)07. 


Lors  du  Centenaire  d'Abel,  le  monde  entier  a  témoigné  par  sa 
grandiose  participation  en  quelle  haute  estime  on  avait  ce  génie  trans- 
cendant. 

Au  moment  où  ils  se  disposent  à  lui  élever  un  monument  digne 
de  lui,  ses  compatriotes  ont  cru  ne  pas  devoir  donner  à  leur  manifes- 
tation un  caractère  exclusif,  mais  ont  trouvé  qu'ils  rendraient  mieux 
hommage  au  caractère  international  de  l'œuvre  d'Abel,  en  conviant 
les  mathématiciens  des  autres  nations  à  collaborer  avec  les  Norvégiens. 

Le  monument,  qui  aura  l'i'"  de  hauteur,  est  achevé  en  plâtre  etprêt 
à  être  coulé  en  bronze.  Il  est  dû  au  ciseau  de  Gustav  Vigeland, 
le  premier  des  sculpteurs  norvégiens.  Sur  un  haut  piédestal  planent 
deux  génies  de  taille  gigantesque  sur  le  dos  desquels  repose  le  jeune 
voyant,  dont  les  traits  rendent,  en  une  mâle  adaptation,  ceux  de 
l'illustre  Abel.  Cette  œuvre  a  excité  l'admiration  de  connaisseurs  dis- 
tingués, même  en  dehors  des  hmites  de  la  Norvège. 

Il  s'agit  ici  de  la  mémoire  d'un  homme  par  lequel  la  Norvè-ge  a 
apporté  une  part  contributive  tout  à  fait  unique  à  l'œuvre  scientifique 
de  tous  les  pays  et  de  tous  les  âges  :  c'est  pourquoi  nous  nous  adressons 
en  toute  confiance  à  l'ensemble  du  monde  savant. 


W.  C.  BRÔGGER.  Elling  HOLST.  Fridtjof  NANSEN. 
Carl  STÔRMER.  L.  SYLOW.  Axel  THUE. 

Kristiaiiia,  mars  1907. 
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